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Connection between the inverse Schur transformation for
generalized Nevanlinna functions with the rational matrix functions
of special type.

Andreishcheva E. N.

Abstract. In this paper we consider classical Schur transformation and inverse Schur
transformation for generalized Nevanlinna functions. The function N(z) is called a generalized
Nevanlinna functions with κ nagative squares, if it is meromorphic in C+ and the kernel

LN (z, w) =
N(z)−N(w)∗

z − w∗



=

(1 −N(z))Jℓ


1

−N(w)∗



z − w∗





has κ negative squares in hol+(N)  the domain of holomorphy of N(z) in C+. We denote this
class of functions by Nκ. We often extend the domain of definition of N(z) to the open lower
half plane C− by setting N(z∗) = N(z)∗ with z ∈ hol+(N) and by holomorphy to those points
of the real axis where this is possible.

We study rational 2× 2- matrix functions Θ(z) which have a pole only in the point z∗1 , that
is their entries are polynomials in 1/(z − z∗1), and which are Jℓ-unitary, that is, satisfy on the
real line:

Θ(z)JℓΘ(z)∗ = Jℓ, z ∈ R, Jℓ :=


0 1

−1 0


.

There the extension of the classical Schur transformation to generalized Schur functions as
defined and studied for example, in the papers [3], [4], [5] and [6], played an important role.

In this paper we use the inverse Schur transformation which plays a main role. As fractional
linear transformation, this inverse Schur transformation is according to (4) determined by a
2× 2-matrix function Θ(z). The connection between the Schur transformation and factorization
of 2 × 2-matrix functions is based on the fact that for generalized Nevanlinna functions the
matrix functions Θ(z), corresponding to the inverse Schur transformation, are the elementary
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Jℓ-unitary factors. The minimal factorization of a given rational Jℓ-unitary 2×2-matrix functoin
Θ(z) can be obtained by a repeated application of the Schur transformation which we call the
Schur algorithm.

The reproducing kernel Pontryagin space associated with the kernel LN (z, w) with
z, w ∈ hol(N) will be denoted by L (N) and the reproducing kernel Pontryagin space associated
with the same kernel but now with z, w ∈ hol+(N) will be denoted by L+(N). The spaces
coincide if there is a real interval where N is holomorphic:the elements of the one are the analytic
continuations of the elements of the other.

In this paper with a given function N(z) ∈ N the reproducing kernel Pontryagin space for
the kernel LN (z, w) from (1) is introduced and studied.

Theorems 1 and 2 are obtained from more general results from [10], [4] and [15].

Keywords: indefinite metrics, Nevanlinna function, Pontryagin space, Schur transformation,
reproducing kernel, factorization of rational matrix function.

Введение

Функци N(z) наываетс обобщенной функцией Неванлинны с κ отрицател-
ными квадратами, если она мероморфна в C+ и дро

LN(z, w) =
N(z)−N(w)∗

z − w∗



=

(1 −N(z))Jℓ


1

−N(w)∗



z − w∗



 (1)

имеет κ неотрицателных квадратов в hol+(N)  области голоморфима N(z) в C+.
Обоначим этот класс функций Nκ. Часто област определени N(z) расширетс
на открыту нин полуплоскост C−, полага N(z∗) = N(z)∗ дл z ∈ hol+(N)

по голоморфности в тех точках вещественной оси, где это вомоно. Област голо-
морфности расширенной функции будет обоначатс hol(N). дро LN(z, w), рас-
сматриваемое в hol(N), по-пренему имеет κ отрицателных квадратов (см. [13]).
При κ = 0 класс N0 состоит и всех функций Неванлинны. Это функции N(z), ко-
торые влтс голоморфными в C \ R так, что C \ R ⊂ hol(N) и соблдаетс
условие N(z∗)∗ = N(z) и ImN(z)/Im z ≥ 0 в этом мноестве. Мы расширем класс
N0, добавл к нему функци, тодественно равну ∞. Расширенный класс таке
обоначаетс N0, и мы полагаем N = ∪κ≥0Nκ. Как Nz1

κ мы обоначим класс функций
и Nκ, которые голоморфны в z1. Наконец, обоначим Nz1 = ∪κ≥0N

z1
κ . По-пренему

константа ∞ рассматриваетс как элемент Nz1 . Функци f(z), определенну на под-
мноестве и C, симметричном относително вещественной оси, мы будем наыват
вещественной, если f(z∗) = f(z)∗. Таким обраом, функции Неванлинны влтс
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вещественными, и полином по z влетс вещественным тогда и толко тогда, когда
его коэффициенты вещественны.

Напомним, что функци s(z) наываетс функцией Шура, если она определена
и голоморфна в открытом единичном диске D и удовлетворет услови |s(z)| ≤ 1

дл z ∈ D. Если s(z) по модул не равна единичной константе, то ее преобраование
Шура ŝ(z) определетс посредством

ŝ(z) =
1

z

s(z)− s(0)

1− s(z)s(0)∗
(2)

и таке влетс функцией Шура. Функци s(z) наываетс обобщенной функцией
Шура с κ отрицателными квадратами, если она мероморфна в D, и дро

Ks(z, w) =
1− s(z)s(w)∗

1− zw∗ , z, w ∈ hol(s),

имеет κ отрицателных квадратов. Расширение преобраовани Шура (2) дл обоб-
щенных функций Шура описано в [1], [10] и [14].
2× 2-матрична функци

Θ(z) =


a(z) b(z)

c(z) d(z)


(3)

определет дробное линейное преобраование TΘ(z) на мноестве комплексных функ-
ций N(z) соотношением

TΘ(z)(N(z)) =
a(z)N(z) + b(z)

c(z)N(z) + d(z)
. (4)

Оно обладает свойствами TΘ1(z)Θ2(z)(N(z)) = TΘ1(z)(TΘ2(z)(N(z))) так, что если опре-
делена Θ(z)−1, то

T −1
Θ(z)(N(z)) = TΘ(z)−1(N(z)).

Св меду преобраованием Шура и ралоением 2 × 2-матричных функций ос-
нована на том факте, что, по аналогии с преобраованием Шура (2) дл обобщенных
функций Неванлинны, матричные функции Θ(z), соответствущие обратному преоб-
раовани Шура, влтс элементарными Jℓ-унитарными мноителми. Следова-
телно, минималное ралоение данной рационалной Jℓ-унитарной 2×2-матричной
функции Θ(z) моет быт получено путем многократного применени преобраова-
ни Шура, что мы наываем алгоритмом Шура.

Дл данной функции N(z) ∈ Nz1 мы введем два дробных линейных преобра-
овани NS(z), N(z), сванные простым соотношением NS(z) = − N(z)−1. NS(z)
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формално подобно классическому преобраовани Шура (2), однако N(z) дл на-
ших целей окаываетс более подходщим. Поэтому в данной стате мы наываем
N(z) преобраованием Шура дл обобщенных функций Неванлинны.

Пуст z1 ∈ C+  фиксирована. Рассмотрим функци N(z) ∈ Nz1 , котора не
равна вещественной константе или ∞, и обоначим ее коэффициенты Тейлора в точке
z1, как νj, j = 0, 1, 2, ...:

N(z) =
∞

j=0

νj(z − z1)
j. (5)

С N(z) сваны два дробных линейных преобраовани [10]:

NS(z) =
N(z)− α(z)

|ν0|2 − β(z)N(z)
, (6)

N(z) =
β(z)N(z)− |ν0|2
N(z)− α(z)

; (7)

очевидно, что N(z) = −1/ NS(z). Функции α(z) и β(z), исполуемые в (6) и (7),
авист от услови Im ν0 ∕= 0 или Im ν0 = 0.
Случай Im ν0 ∕= 0:

В этом случае функции α(z) и β(z) линейны и определтс следущим обраом:

α(z) =
ν0(z − z∗1)− ν∗

0(z − z1)

z1 − z∗1
= ν0 +

ν0 − ν∗
0

z1 − z∗1
(z − z1), (8)

α(z) =
ν∗
0(z − z∗1)− ν0(z − z1)

z1 − z∗1
= ν∗

0 −
ν0 − ν∗

0

z1 − z∗1
(z − z1). (9)

Случай Im ν0 = 0:
В этом случае сначала определим вещественный полином p(z). Так как N(z) тоде-
ственно не равна вещественной константе, существует наименшее k ≥ 1, при кото-
ром νk ∕= 0. Определим формално комплексные числа aj по

(N(z)− ν0)
∞

j=0

aj(z − z1)
j = (z − z1)

k(z − z∗1)
k, (10)

в частности,

ajνk + aj−1νk+1 + · · ·+ a0νk+j =


k

j


(z − z∗1)

k−j, j = 0, 1, ..., k. (11)

В качестве p(z) определим полином
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p(z) =
k−1

j=0

aj(z − z1)
j +

2k−1

j=k

bj(z − z1)
j (12)

степени ≤ 2k − 1, где коэффициенты a0, a1,...,ak−1 вычислтс по (10), а коэффи-
циенты bj, j = k, k + 1, ..., 2k − 1, определтс и услови p(z∗) = p(z)∗. Благодар
этому свойству p(z), коэффициенты bj и, следователно, p(z) определены одноначно.
Покаем это. И (12) и требовани p(z) = p(z∗)∗ получаем

2k−1

j=k

bj(z − z1)
j =

k−1

j=0

a∗j(z − z∗1)
j −

k−1

j=0

aj(z − z1)
j +

2k−1

j=k

b∗j(z − z∗1)
j.

Бер i-ые проиводные от обеих частей, i = 0, 1, ..., k − 1, и вычисл их в z∗1 ,
получаем систему k уравнений с k неивестными bk, bk+1,...,b2k−1:

2k−1

j=k

bj
j!

(j − i)!
(z∗1 − z1)

j−i = i!a∗i −
k−1

j=i

aj
j!

(j − i)!
(z∗1 − z1)

j−i, i = 0, 1, ..., k − 1.

Так как матрица коэффициентов этой системы влетс обратимой, эти неивест-
ные определтс одноначно. Наконец, определим функции α(z) и β(z) следущим
обраом:

α(z) = ν0 +
(z − z1)

k(z − z∗1)
k

p(z)
, β(z) = ν0 −

(z − z1)
k(z − z∗1)

k

p(z)
. (13)

В стате вводитс и иучаетс пространство Понтргина с воспроиводщим дром
LN(z, w) и (1) дл аданной функции N(z) ∈ N.

1. Обратное преобраование Шура

Далее описываетс не преобраование Шура, а обратное преобраование, кото-
рое играет начиму рол. Как и дробное линейное преобраование, это обратное
преобраование Шура определено, согласно (4), дл 2× 2-матричной функции Θ(z),
котору мы сейчас рассмотрим. Дл аданной функции N(z) ∈ N, не влщейс
линейной и не имещей вид N(z) = α(z), функци N(z) апишем в виде:

N(z) = TΨ(z)( N(z)).

Второе преобраование  удаление вомоного полса N(z) в z1:

N(z) = TΨ(z)(
N(z));
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дес, понтно, Ψ(z)  единична матрица I2 рамером 2 × 2, если функци N(z)

голоморфна в z1. Тепер обратное преобраование Шура моет быт аписано, как

N(z) = TΨ(z)( N(z)) = TΨ(z)(TΨ(z)(
N(z))) = TΘ(z)( N(z)) (14)

дл

Θ(z) = Ψ(z)Ψ(z).

Така матрична функци Θ(z) наываетс матрица коэффициентов, сванна с
обратным преобраованием Шура дл N(z).
Обратное преобраование Шура моет быт аписано в виде:

N(z) =
α(z)( N(z) + h(z) + h(z∗)∗)− |ν0|2

N(z) + h(z) + h(z∗)∗ − β(z)
,

где функции α(z) и β(z) авист от того, соблдаетс ли ImN(z1) ∕= 0 или
ImN(z1) = 0 (см. (8), (9) и (13)). Тепер нетрудно видет, что матрицы Ψ(z) и Ψ(z)

могут быт выбраны следущим обраом; дес и далее мы полагаем

bℓ(z) =
z − z1
z − z∗1

.

Случай Im ν0 ∕= 0:

Ψ(z) =


I2 + (bℓ(z)− 1)

uu∗Jℓ
u∗Jℓu


, u =


ν∗
0

1


; (15)

видно, что u∗Jℓu = ν0 − ν∗
0 ∕= 0

Случай Im ν0 = 0:

Ψ(z) =


bℓ(z)

kI2 −
p(z)

(z − z∗1)
2k
uu∗Jℓ


, u =


ν0
1


; (16)

видно, что в этом случае u∗Jℓu = ν0 − ν∗
0 = 0.

Наконец, в обоих случах дл матрицы Ψ(z) имеем: Ψ(z) = I2, если N(z) голоморфна
в z1, иначе

Ψ(z) =


1 h(z) + h(z∗)∗

0 1


bℓ(z)

q, (17)

где q  пордок полса N(z) в точке z1 и h(z)  главна част рда Лорана дл N(z)

в z1. Обратите внимание, что элементы Ψ(z) имет полс толко в z∗1 , и скалрный

Таврический вестник информатики и математики, 1 (50)’ 2021



38 Е. Н. Андреищева

мноител bℓ(z)
q в определении Ψ(z) гарантирует, что все элементы этой матрицы

обладат таким е свойством. Матрична функци в (16) влетс аналогом мат-
ричной функции, впервые предлоенной Шамфи [9] в случае окруности.

Следуща теорема содерит некотору информаци о преобраованих с мат-
ричной функцией вида (16).

Теорема 1. Пуст Θ(z) имеет вид

Θ(z) = bℓ(z)
kI2 −

p(z)

(z − z∗1)
2k
uu∗Jℓ, 0 ∕= u =


a

b


, a, b ∈ C, ab∗ = a∗b,

где k  целое, k ≥ 1, p(z)  вещественный полином степени не болше 2k − 1 и
p(z1) ∕= 0. Пуст N1(z) ∈ N, N1(z) ∕≡ ∞ и пуст N2(z) = TΘ(z)(N1(z))

1. Если N2(z) имеет полс в z1, N1(z) голоморфна в z1 и bN1(z1) ∕= a, то b = 0,
следователно, a ∕= 0 и

N1(z) = N2(z) +
|a|2p(z)

(z − z1)k(z − z∗1)
k
, (18)

при этом
−|a|2p(z)

(z − z1)k(z − z∗1)
k

влетс суммой главных частей N2(z) в точках

z1 и z∗1.
2. Если N2(z) голоморфна в z1 и имеет ралоение в рд Тейлора

N2(z) =
∞

j=0

νj(z − z1)
j, νj ∈ C,

и N1(z) либо имеет полс в z1 и не имеет вид (18), либо голоморфна в z1 и
bN1(z1) ∕= a, то b ∕= 0, ν0 = a/b, ν1 = ... = νk−1 = 0, νk ∕= 0 и |b|2p(z) получа-
етс и N2(z) по (10) при амене N(z) на N2(z); тогда одноначно определен
вещественный полином степени не более 2k− 1 такой, что |b|2p(j)(z1) = j!aj,
j = 0, 1, ..., k − 1.

В пункте 1) теоремы функции N1(z) и N2(z) сваны с функцими N(z) и N(z)

соответственно в определении преобраовани Шура: предполоение, что послед-
н последн функци имеет полс в z1 подраумевает, что Θ(z) имеет вид Ψ(z).
В пункте 2) обе функции сваны с N(z) и N(z) соответственно: в определении пре-
обраовани Шура, если N(z) голоморфна в z1, то [10]

N(z1) = ν0 −
(z1 − z∗1)

k

bk − ak
∕= ν0,

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 1
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что соответствует предполоени bN1(z1) ∕= a; если N(z) имеет полс в z1, то моно
покаат, что N(z) ∕= N(z), что соответствует предполоени о том, что (18) не
выполнетс.

Докаателство. Равенство N2(z) = TΘ(z)(N1(z)) полност выглдит, как

N2(z) =
[(z − z1)

k(z − z∗1)
k − ab∗p(z)]N1(z)− |a|2p(z)

|b|2p(z)N1(z) + [(z − z1)k(z − z∗1)
k − a∗bp(z)]

.

1) Если b ∕= 0, то a/b ∈ R, и наменател равен

|b|2p(z)(N1(z)− a/b) + (z − z1)
k(z − z∗1)

k.

Так как p(z1) ∕= 0 и N1(z1) ∕= a/b, то наменател не имеет нул при z = z1, что
противоречит предполоени о том, что N2(z) имеет полс в этой точке. Следова-
телно, b = 0, и формула (18) дл N2(z) отсда легко получаетс.
2) Если b = 0, то формула (18) справедлива, что противоречит предполоени о
том, что N2(z) голоморфна в z1, если N1(z) голоморфна в z1, и предполоени, что
(18) не справедлива, если N1(z) имеет полс в z1. Следователно, b ∕= 0, a/b ∈ R и

|b|2p(z)(N2(z)− a/b) = (z − z1)
k(z − z∗1)

k


1− N2(z)− a/b

N1(z)− a/b


.

Так как N1(z) − a/b имеет полс в z1 или, если голоморфна в z1, не имеет нул
в этой точке, то права част равна O


(z − z1)

k


при z → z1, и, следователно,
коэффициенты рда Тейлора ν0, ..., νk дл N2(z) имет свойства, описанные в пункте
2) теоремы. На основании вышеописанного равенства следует, что

|b|2p(z)(N2(z)− a/b) = (z − z1)
k(z − z∗1)

k +O

(z − z1)

2k

, z → z1,

и мы получаем, что |b|2p(j)(z1) = j!aj, j = 0, 1, ..., k − 1 дл aj и (10). □

2. Пространства L (N)

Напомним определение дра LN(z, w) и соотношени (1)

LN(z, w) =
N(z)−N(w)∗

z − w∗



=

(1 −N(z))Jℓ


1

−N(w)∗



z − w∗





Пространство Понтргина с воспроиводщим дром, сванное с дром LN(z, w)

дл z, w ∈ hol(N) будет обоначатс L (N). Пространство Понтргина с воспрои-
водщим дром, сванное с таким е дром дл z, w ∈ hol+(N) будет обоначатс
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L+(N). Эти пространства "равны" , если существует вещественный интервал,
где N голоморфно: элементы первого влтс аналитическими продоленими
элементов второго. Сначала приведем несколко примеров.

Пример 1. Пуст N(z) ∈ N имеет вид α(z) и (8) так, что N(z) = a + bz

дл a, b ∈ R и b ∕= 0. Тогда имеем

LN(z, w) =
N(z)−N(w)∗

z − w∗ = b =
ν0 − ν∗

0

z1 − z∗1
, ν0 = N(z1).

Тогда дл лбого w ∈ C

b = LN(w,w) = 〈LN(z, w), LN(z, w)〉L (N) = b2 〈1, 1〉L (N) .

Это начит, что L (N) равно C, в котором определенно внутреннее проиведение

〈α, β〉L (N) =
β∗α

b
, α, β ∈ C,

которое влетс полоително определенным при Im ν0 > 0 и отрицателно опре-
деленным при Im ν0 < 0.
Если, с другой стороны, N(z) ∈ N имеет вид

N(z) = a+
b

λ0 − z
дл a, b,λ ∈ R и b ∕= 0, то подобные вычислени дат

b = |λ0 − z1|2
ν0 − ν∗

0

z1 − z∗1
, ν0 = N(z1),

и L (N) влетс линейным пространством функций α/(λ0− z), α ∈ C с внутренним
проиведением


α

λ0 − z
,

β

λ0 − z



L (N)

=
β∗α

b
, α, β ∈ C,

которое опт влетс полоително определенным при Im ν0 > 0 и отрицателно
определенным при Im ν0 < 0. Таким обраом, в данном случае тое dimL (N) = 1.
Моно покаат, что пространство L (N) имеет рамерност, равну 1, тогда и
толко тогда, когда N(z) имеет один и рассмотренных в примере видов.

Пример 2. Пуст N(z) представлено в виде α(z) и (13):
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N(z) = ν0 +
(z − z1)

k(z − z∗1)
k

p(z)
,

где ν0 вещественно, k  целое, k ≥ 1, и p(z)  вещественный полином степени мак-
симум 2k − 1 такой, что p(z1) ∕= 0. Пуст

M(z) = −1/(N(z)− ν0) = − p(z)

(z − z1)k(z − z∗1)
k
= h(z) + h(z∗)∗,

где h(z) главна част рда Лорана дл M(z) в точке z1:

h(z) =
k

j=1

hj

(z − z1)j

дл hj ∈ C и hk ∕= 0. И

LN(z, w) = (N(z)− ν0)LM(z, w)(N(w)− ν0)
∗

мы видим, что M(z) влетс обобщенной функцией Неванлинны с тем е числом
отрицателных квадратов, что и у N(z), и оператор умноени на (N(z)− ν0) вл-
етс унитарным отобраением и L (M) на L (N). Следователно, этого достаточно
дл описани пространства L (M) (см., например, [8, теорема 1.5.7]). Мы выснили,
что это пространство натнуто на 2k линейно неависимых функций

fj(z) =
1

(z − z1)j
, fk+j(z) =

1

(z − z∗1)
j
, j = 1, 2, ..., k,

и что матрица Грамма (Gram) G этих функций:

G = (gm,n)
2k
m,n=1, gm,n = 〈fn(z), fm(z)〉L (M)

определетс посредством

G =


0 H∗

H 0


, H =





h1 h2 · · · hk

h2 · · · · · · 0
...

...
...

...
hk 0 · · · 0





−1

.

Поэтому пространство L (M) и, следователно, L (N) влтс пространствами
Понтргина рамерности 2k с отрицателным индексом, равным k.

Дл последущих примеров и далее обоначим как H2 пространство Харди (Hardy)
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в C+ так, что гилбертово пространство скалрных функций, аналитических в C+,
имеет воспроиводщее дро

(z, w) → 1

−2πi(z − w∗)
,

и как H2
2 пространство 2-векторных функций с элементами и H2 с внутренним про-

иведением

〈f ,g〉H2
2
= 〈f1, g1〉H2

+ 〈f2, g2〉H2
, f =


f1
f2


, g =


g1
g2


.

Пространство H2
2, имещее индефинитное внутреннее проиведение

〈f ,g〉H2,Jℓ
= 〈−iJℓf ,g〉H2

2
,

будет обоначатс как H2,Jℓ . Это пространство Крейна с воспроиводщим дром

(z, w) → Jℓ
2π(z − w∗)

.

Наконец, пространство Харди H−
2 в C− влетс гилбертовым пространством функ-

ций, аналитических в C−, с воспроиводщим дром

(z, w) → 1

2πi(z − w∗)
.

Пример 3. Пространство L (N), соответствущее функции N(z) = ±i, z ∈ C±,
моет быт описано следущим обраом: f ∈ L (N) тогда и толко тогда, когда
существут функции f+ ∈ H2 и f− ∈ H−

2 такие, что

f |C+ = f+ и f |C− = f−.

Кроме того,

||f ||2L (N) =
1

4π
(||f+||2H2

+ ||f−||2H−
2
). (19)

В частности, L+(i) = H2 как линейные пространства.
Чтобы убедитс в этом, обоначим а H гилбертово пространство функций f в
C \R, дл которых справедливо f+ := f |C+ ∈ H2 и f− := f |C− ∈ H−

2 , имещее норму

||f ||2H =
1

4π
(||f+||2H2

+ ||f−||2H−
2
).

Функци LN(z, w) влетс элементом H и
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(LN)±(z, w) =





±2i/(z − w∗), w ∈ C±,

0, w ∈ C∓.

Непосредственные вычислени отделно дл w ∈ C+ и дл w ∈ C− дат

〈f, LN(z, w)〉H = f(w), w ∈ C \ R.
Следователно, LN(z, w) влетс воспроиводщим дром дл H и, поэтому,
H = L (N).

Пример 4. Напомним, что N(z) ∈ N0 имеет интегралное представление

N(z) = a+ bz +



R


1

t− z
− t

t2 + 1


dσ(t), z ∈ hol(N). (20)

где a, b ∈ R, b ≥ 0 и σ(t)  неубываща функци с


R

dσ(t)

t2 + 1
< ∞.

Имеем:

L (N) =

F (z) = bϕ+



R

f(t)dσ(t)

t− z
, z ∈ C \ R

 f ∈ L2(dσ),ϕ ∈ C

.

Докаателство этого равенства см. [16] и [11]. Хорошо ивестно, что линейна обо-
лочка функций

t → 1

t− w
, t ∈ R,

дл w ∈ C\R плотна в L2(dσ). Если как H2(dσ) обоначим амыкание этих функций
в L2(dσ) при ограничении w полуплоскост C+, то

L+(N) =

F (z) = bϕ+



R

f(t)dσ(t)

t− z
, z ∈ C+

 f ∈ H2(dσ),ϕ ∈ C

.

В обоих случах норма функции F (z) определетс выраением
||F ||2 = b|ϕ|2 + ||f ||2L2(dσ)

.

2. Пуст N(z)  обобщенна функци Неванлинны. И общей теории (см.,
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например, [1, теорема 2.3.5]) ивестно, что функции

z → ∂j

∂w∗jLN(z, w)


w=w0

=

1 −N(z)





∂j

∂w∗j

Jℓ


1

−N(w)∗



z − w∗


w=w0



 , j = 0, 1, 2, ...,

где w0 ∈ hol(N), принадлеат L (N). Обоначим линейну оболочку функций в
болших скобках как M (w0). Отметим, что M (w0) влетс инвариантным по отно-
шени к оператору раделенной раности R0

R0f(z) =
f(z)− f(0)

z
.

Теорема 2. Дл N(z) ∈ Nz1 выполнетс следущие равенства:

L (N) = span


1 −N


M (z1),

1 −N


M (z∗1)


, (21)

L+(N) = span

f

C+

f ∈

1 −N


M (z1)


. (22)

Кроме того, отобраение f(z) →
√
2π


1 −N(z)


f(z)влетс иометрией и ли-

нейного многообраи M (z1), имещее внутреннее проиведение H2,Jℓ, на плотное
линейное многообраие и L+(N).

Докаателство. Если f(z) ∈ L (N) влетс ортогоналной пространству в правой
части (21), тогда дл всех j ∈ N

f (j)(z1) =


f(z),

∂j

∂w∗jLN(z, w)

w=z1



L (N)

= 0,

f (j)(z∗1) =


f(z),

∂j

∂w∗jLN(z, w)

w=z∗1



L (N)

= 0,

и, следователно, f ≡ 0. Это докаывает (21). Равенство (22) моет быт докаано
аналогично.

Обоначим чере fj(z) функции

fj(z) =
∂j

∂w∗j


N(w)∗

1



z − w∗


w=z1

, j = 0, 1, .... (23)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 1



Св обратного преобраовани Шура обобщенного класса Неванлинны... 45

Тогда
√

2π

1 −N


fk,

√
2π


1 −N


fj



L+(N)

= 2π


∂k

∂w∗kLN(·, w)

w=z1

,
∂j

∂v∗j
LN(·, v)


v=z1



L+(N)

= 2π
∂k+j

∂vjw∗kLN(v, w)

v=w=z1

= 4π2 ∂k+j

∂vjw∗k

Jℓ


1

−N(w)∗



2π(·− w∗)
,

Jℓ


1

−N(v)∗



2π(·− v∗)



H2,Jℓ


v=w=z1

= 〈fj, fk〉H2,Jℓ
.

Последнее равенство получаетс и ниеследущей леммы 1 дл
A(z) =


1 −N(z)


и

K1(z, w) = K2(z, w) =
Jℓ

2π(z − w∗)
.

□

Лемма 1. Пуст H (K1) и H (K2)  пространства Крейна с воспроиводщими
матричными драми Kj(z, w) рамером nj × nj, j = 1, 2, влщиес аналитиче-
скими в некоторой общей области Ω ⊂ C. Предполоим, что A(z)  аналити-
ческа матрична функци на Ω рамером n2 × n1 така, что отобраение MA:
f(z) → A(z)f(z) влетс ограниченным оператором и H (K1) в H (K2). Тогда

M∗
A


∂j

∂w∗jK2(z, w)


=

∂j

∂w∗j (K1(z, w)A(w)
∗), j = 0, 1, ....

Докаателство моет быт получено путем вычислени внутреннего проиведе-
ни функций в обеих частх равенства дл функции f(z) ∈ H (K1). Дл j = 0  это
хорошо ивестный реултат со мноителми, получаемый бе услови аналитично-
сти (см., например, [1, сс. 28–29] дл докаателства).

аклчение

В работе исследутс свойства индефинитных функций Неванлинны N(z). В
этом контексте кадой такой функции ставитс в соответствие пространство Понт-
ргина с воспроиводщим дром LN(z,ω), породённым рационалной матричной
функцией Θ(z). Подробно иучаетс понтие обратного преобраовани Шура дл
обобщенных функций класса Неванлинны. Св меду преобраованием Шура и
ралоением 2×2-матричных функций основана на том факте, что дл обобщенных
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функций Неванлинны матричные функции Θ(z), соответствущие обратному пре-
обраовани Шура, влтс элементарными Jℓ-унитарными мноителми. Мини-
малное ралоение данной рационалной Jℓ-унитарной 2 × 2-матричной функции
Θ(z) моет быт получено путем многократного применени преобраовани Шура,
что мы наываем алгоритмом Шура. Основной реултат стати получен путём мно-
гократного применени преобраовани Шура и обратного преобраовани Шура к
матричным рационалным функцим, сванными с функцими Неванлинны.
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