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multi-point conditions.
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Abstract.
A model of motion of a dynamic system with the condition that the trajectory passes through

arbitrarily specified points at arbitrarily specified times is constructed. The simulated motion
occurs at the expense of the input vector-function, calculated for the first time by the method of
indefinite coefficients. The proposed method consists in the formation of the vector function of
the trajectory of the system and the input vector function in the form of linear combinations of
scalar fractional rational functions with undefined vector coefficients. To change the shape of the
trajectory to the specified linear combinations, an exponential function with a variable exponent
is introduced as a factor.

To determine the vector coefficients, the formed linear combinations are substituted directly
into the equations describing the dynamic system and into the specified multipoint conditions.
As a result, a linear algebraic system is formed.

The resulting algebraic system has coefficients at the desired parameters only matrices
included in the Kalman condition of complete controllability of the system, and similar matrices
with higher degrees.

It is proved that the Kalman condition is sufficient for the solvability of the resulting algebraic
system. To form an algebraic system, the properties of finite-dimensional mappings are used:
decomposition of spaces into subspaces, projectors into subspaces, semi-inverse operators. For
the decidability of the system, the Taylor formula is applied to the main determinant.

For the practical use of the proposed method, it is sufficient to solve the obtained algebraic
system and use the obtained linear formulas. The conditions for complete controllability of the
linear dynamic system are satisfied. To prove this fact, we use the properties of finite-dimensional
mappings. They are used in the decomposition of spaces into subspaces, in the construction of
projectors into subspaces, in the construction of semi-inverse matrices. The process of using these
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properties is demonstrated when solving a linear equation with matrix coefficients of different
dimensions with two vector unknowns.

A condition for the solvability of the linear equation under consideration is obtained, and
this condition is equivalent to the Kalman condition. In order to theoretically substantiate the
solvability of a linear algebraic system, to determine the sought vector coefficients, the solvability
of an equivalent system of linear equations is proved. In this case, algebraic systems arise with the
main determinant of the following form: the first few lines are lines of the Wronsky determinant
for exponential-fractional-rational functions participating in the construction of the trajectory of
motion at the initial moment of time; the next few lines are the lines of the Wronsky determinant
for these functions at the second given moment in time, and so on. The number of rows is also
related to the Kalman condition - it is the number of matrices in the full rank controllability
matrix. Such a determinant for the exponential-fractional-rational functions under consideration
is nonzero.

The complexity of proving the existence of the trajectory and the input vector function in a
given form for the system under consideration is compensated by the simplicity of the practical
solution of the problem.

Due to the non-uniqueness of the solution to the problem posed, the trajectory of motion
can be unstable. It is revealed which components of the desired coefficients are arbitrary and
they should be fixed to obtain motion with additional properties.

Keywords: dynamical system, multipoint motion model, undetermined coefficients method,
process implementation.

Введение

Рассматриваетс система

ẋ(t) = Ax(t) +Bv(t), (1)

где x(t) ∈ Rn, v(t) ∈ Rm, A и B − матрицы соответствущих рамеров, t ∈ [t0, tk],
∄B−1. Вектор-функци x(t) наыват состонием, траекторией системы, v(t)− вход-
на вектор-функци, вход.

Такими системами моделирутс динамические процессы в биологии (именение
численности популции верков и др. [1]), в медицине (распространение инфекци-
онных аболеваний [2], [3] и др.), в экономике (динамическа модел меотраслевого
баланса [1], [4] и др.), в электротехнике ([3] и др.); механические двиени, описы-
ваемые основными аконами динамики [3], [5] и мн. др.

Ивестно [6], что полным условием вомоности перевода состони системы (1)
и проиволного началного состони

x(t0) = x0 (2)
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в проиволное конечное состоние

x(tk) = xk (3)

а проиволный промеуток времени t ∈ [t0, tk], то ест существование входной
вектор-функции v(t) такой, что состоние x(t) системы с реалиованной этой вектор-
функцией и реалиованным началным состонием (2) примет в момент tk именно
начение xk, влетс условие

rank(BAB ... An−1B) = n. (4)

Это условие исполовал акад. Крылов Н.Н. [7] при рассчетах кораблестроителных
систем, акад. Понтргин Л. Д. [8]. Пое, после доклада Р.Калмана на конгрессе
IFAC в 1959 г. это условие было навано условием Калмана [9].

Начина c 1960 г. повилос огромное количество научно-исследователских ра-
бот и практических решений адачи (1)-(3) находени входа v(t) дл существовани
или дл находени соответствущего состони x(t). Как правило, практическое
решение поставленной адачи осуществлетс лиш приблиенными методами. Нам
ивестны лиш два метода построени v(t) и x(t) дл адачи (1)-(3) в аналитическом
виде:

1) построение [5] по формулам

W =

t1

0

e−sABB∗esA
∗
ds, z = W−1


e−t1Ax1 − x0


,

v(t) = B∗etA
∗
z, x(t) = etAx0 + etA

t

0

e−sABv(s)ds;

2) метод каскадной декомпоиции [10] – [13].
Недостатками первого метода влетс наличие в формулах матричных экспо-

нент, то ест матричных рдов; уост класса решений (это рды по степенм t);
метод применим лиш дл решени двухточечной адачи (аданы началное поло-
ение системы и конечное).

Метод каскадной декомпоиции применим дл решени многоточечных адач;
v(t) и x(t) стротс в виде линейных комбинаций линейно-неависимых функций
раличного вида. Дл практического применени метода раработан в [13] доста-
точно простой алгоритм решени, однако, требуетс болша работа с аданными
условими на кадом этапе декомпоиции системы.

Построение соответствущих v(t) и x(t) в аналитическом виде остаетс актуал-
ной адачей.
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В настощей работе рассматриваетс следуща модел двиени: траектори
системы (1) выйд и аданной точки (2) долна пройти в проиволно аданные
моменты времени ti, i = 0, 1, , ... , k, t0 < t1 < ... < tk, чере точки (ti, xi) с лбыми
аданными наченими xi ∈ Rn. То ест на x(t) накладыватс услови

x(ti) = xi, i = 0, 1, ..., k. (5)

К примеру, линеариованные модели двиени летателных аппаратов: самолетов,
вертолетов, спутников, в том числе обектов, двиущихс под действием реактив-
ных сил [3], [5], имет вид (1). Дл таких систем вано при двиении окаатс в
нуное врем ti в нуном месте xi.

Модел двиени динамической системы (1), (5) рассматривалас в работах [10]
- [13], где дл построени соответствущего двиени раработан метод каскадной
декомпоиции. Докаано, что условие (4) ест полное условие существовани входа
v(t), при реалиации которого траектори системы (1) обладает свойствами (5).

Установлено, что при выполнении услови (4) существут x(t) и v(t) в виде ли-
нейных комбинаций некоторых линейно неависимых скалрных функций с вектор-
ными коэффициентами. Дл вычислени соответствущих векторных коэффици-
ентов в этих работах предлагаетс проивести несколко однотипных декомоиций
системы (1), и на кадом этапе декомпоиций необходимо проделат преобраовани
условий (5).

Реултаты этих приводт к мысли о вомоност моделировани многоточеч-
ного двиени дл стационарных систем более простым методом неопределённых
коэффициентов, предлагаемым далее.

В настощей работе предлагаетс вычисление x(t) и v(t) в виде

x(t) =
r−1

j=0

αjϕj(t), (6)

v(t) =
r−1

j=0

βjϕj(t), (7)

ϕj(t) = eat
1

(t+ c)j
, с неопределёнными векторными коэффициентами

αj ∈ Rn, βj ∈ Rm. Число r ависит от количества контролных точек k − 1

и от числа p такого, что

rank(BAB ... ApB) = n, p ≤ n− 1. (8)
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Иде поиска v(t) и x(t) в виде линейных комбинаций линейно неависимых функ-
ций не нова. В монографии [14] со ссылкой на другие первоисточники дл частных
динамических систем стротс v(t) в виде обратной сви, если x(t) − линейна ком-
бинаци функций ϕi(t), где ϕi(t) = ti или ϕi(t) = eλi t. В монографии [5] при решении
краевой адачи дл нестационарной системы (1) с одномерным v(t) в случае ивест-
ных линейно неависимых импулсных переходных функций обекта hi(t, τ), i = 0, n,
строитс v(t) в виде линейной комбинации этих функций.

В работе [15] докаано лиш существование v(t) в полиномиалном виде в адаче
построени дл системы (1) траектории x(t) со свойствами (5).

В некоторых случах более предпочтителными, чем полиномиалные функции,
влтс убыващие функции от t. При сбое в работе системы (не сработал вы-
клчател в момент tk, не осуществилос переклчение технологических реимов,
...)входна вектор-функци и, соответственно, состоние системы стремтс в этом
случае к нул при t −→ ∞, в отличие от полиномиалных вектор-функций, стрем-
щихс при t −→ ∞ к ∞. Поэтому в данной работе исполутс экспоненциално-
дробно-рационалные (ЭДР) функции с некоторым покаателем степени a у экспо-
ненты и слагаемым c в наменателе, которые моно адават, исход и особенностей
конкретной адачи.

Част авторов строт управление дл некоторой частной адачи в виде доста-
точно слоных дробно-рационалных функций приблиенными методами. Предла-
гаемый в работе метод состоит в подстановке выраений (6) и (7) непосредственно в
уравнение (1) и аданные услови (5), и определении коэффициентов αj и βj и по-
лученных соотношений. Система, полученна в реултате этих подстановок, моет
быт недоопределенной, "лишние" компоненты моно полоит равными нул или
исполоват дл получени v(t) и x(t) с дополнителными свойствами. С этой це-
л количество слагаемых в (6) и (7) моно и увеличит. При этом дл вычислени
векторных коэффициентов актуално получение линейных алгебраических систем,
коэффициентами в которых влтс лиш матрицы AiB, i = 0, 1, ..., , в отличие
от работ других авторов, например [15], где дл докаателства существовани со-
ответствущего v(t) исполутс и другие матричные коэффициенты.

Преимущество предлагаемого метода по сравнени с каскадным методом, ра-
работанным в [10]– [13], в том, что дес не требуетс выведени многоточечных
условий дл вектор-функций последнего шага декомпоиции, а таке в том, что
в получаемых формулах и системах дл находени коэффициентов отсутствут
проиводные от функций, что приводит к минималной погрешности вычислений.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (50)’ 2021
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1. ЭДР модел многоточечного двиени

Дл динамической системы (1) с условими (5) ставитс адача построени тра-
ектории двиени в виде

x(t) = eat
r−1

j=0

αj

(t+ c)j
, (9)

дл чего входна вектор-функци ищетс в виде

v(t) = eat
r

j=0

βj

(t+ c)j
. (10)

Дл находени векторных коэффициентов αj ∈ Rn, βj ∈ Rm, выраени (9) и (10)
подставлтс непосредственно в уравнение (1). Сократив полученное выраение

на eat и сравнив коэффициенты при одинаковых степенх
1

t+ c
, приходим к системе






0 = Aα1 +Bβ1,

−jαj = Aαj+1 +Bβj+1, j = 1, 2, ..., r − 2,

−(r − 1)αr−1 = Bβr.

(11)

Отсда коэффициенты αj выраатс чере коэффициенты βj+1:

αr−1 = − 1

r − 1
Bβr,

αr−2 =
1

(r − 2)(r − 1)
(A− aI)Bβr −

1

r − 2
Bβr−1,

...................................

αj =
r−1

i=j

(−1)i−j+1 (j − 1)!

i!
(A− aI)i−jBβi+1, j = 1, 2, ..., r − 1. (12)

Подставив определенное и (12) выраение дл α1 в первое равенство системы
(11), получаем одно и уравнений дл находени коэффициентов βj:

r−1

j=0

(−1)j
1

(r − j − 1)!
(A− aI)r−j−1Bβr−j = 0. (13)
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Далее выраени (12) и (9) подставлтс в услови (5) и вместе с соотношеними
(13) формируетс система дл находени коэффициентов βj, j = 1, 2, ..., r:






r−1

j=0

(−1)j
1

(r − j − 1)!
(A− aI)r−j−1Bβr−j = 0,

r−2

j=0

1

(ti + c)r−j−2

j

m=0

(−1)j+1 (r −m− j − 2)!

(r −m− 1)!
(A− aI)j−mBβr−m =

= (ti + c)e−atixi,

(14)

i = 0, 1, 2, ..., k. В сво очеред вектор функци x(t) с помощ выраений (9) и (12)
приобретает вид

x(t) = eat
r−1

j=1

1

(t+ c)j

r−1

i=j

(−1)i−j+1 (j − 1)!

i!
(A− aI)i−jBβi+1. (15)

Итак, дл построени многоточечного двиени динамической системы (1) пред-
лагаетс поиск вектор-функции v(t) в виде (10) с коэффициентами βj, опреде-
лемыми линейной алгебраической системой (14) с матричными коэффициентами
(A − aI)sB, s = 0, 1, 2, ..., r − 1. При этом траектори двиени x(t) системы (1)
имеет вид (15).

Ввиду громодкости системы (14) ее рарешимост исследуетс чере рареши-
мост системы (11) с условими (5), (9), посколку система (14) получена и (11),
(5), (9) эквивалентными преобраованими.

2. Решение линейного уравнени с двум неивестными

Решаетс уравнение
Ay +Bz = w, ∀w ∈ Rn, (16)

относително y ∈ Rn, z ∈ Rm, если ∄A−1, ∄B−1. Отобраение B : Rm → Rn (отобра-
ени и соответствущие им матрицы обоначаем одинаково) проиводит следу-
щее расщепление пространств в прмые суммы:

Rm = CoimB+̇KerB, Rn = ImB+̇CokerB, (17)

где Im B − обра B; Coker B − дефектное подпространство, Coim B − прмое
дополнение к подпространству Ker B в Rm. Проекторы на Ker B и Coker B, отве-
чащие ралоеним (17), обоначатс чере P и Q, соответственно. Суение B
отобраени B на Coim B имеет обратный B−1. Вводитс полуобратный оператор
B− = B−(I − Q). дес и далее чере I обоначаем единичный оператор в лбом
пространстве.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (50)’ 2021
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Лемма 1. Равенство (16) эквивалентно системе


QAy = Qw,

z = B−(−Ay + w) + h, ∀h ∈ KerB, (h = Pz).
(18)

Докаателство. Достаточно аписат (16) в виде

B((I − P )z + Pz) = (I −Q)(−Ay + w) +Q(−Ay + w).

Посколку B не действует в Coker B, то Q(−Ay + w) = 0. Далее:
B((I − P )z + Pz) = B(I − P )z и B(I − P ) обратим. Величина Pz остаетс про-
иволной. □

амечание 1. P , Q и B− могут имет раные формы, но соотношени (18), полу-
ченные при раных формах P , Q и B−, будут эквивалентными. Первое соотношение
в (18) ест условие корректности равенства (16).

Исполу равенство I = Q2 + (I −Q)2 , апишем первое равенство в (18) в виде

QAQ(Qy) +QA(I −Q)

(I −Q)y


= Qw. (19)

Обоначим
Qy = y1, (I −Q)y = z1, QAQ = A1, QA(I −Q) = B1. (20)

Тепер (19) − это
A1y1 +B1z1 = Qw.

Равенство (16) эквивалентно тепер системе





z = B−(−Ay + w) + h, ∀h ∈ KerB,
y = y1 + z1,

A1y1 +B1z1 = Qw

(21)

в обоначених (20). Последнее соотношение в этой системе по виду аналогично со-
отношени (16), толко состоит и меншего количества скалрных уравнений а
счет отщеплени от (16) первого равенства в (21), поэтому процесс расщеплени
последнего соотношени в (21) моно продолит, дл чего ввести обоначени

Qi−1yi−1 = yi, (I −Qi−1)yi−1 = zi, Qi−1Ai−1Qi−1 = Ai,

Qi−1Ai−1(I −Qi−1) = Bi, Q = Q0, P = P0, A = A0, B = B0,

y = y0, z = z0, i = 1, 2, ...,

(22)

где Qi−1 и Pi−1 − проекторы на подпространства Coker B и Ker B, отвечащие
ралоеним

ImBi−2 = CoimBi−1+̇KerBi−1, CokerBi−2 = ImBi−1+̇CokerBi−1,
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B−
i = B−1

i (I − Qi), Bi − суение Bi на Coim Bi. В реултате получен следущий
реултат.

Лемма 2. Равенство (16) эквивалентно системе

zi−1 = B−
i−1(−Ai−1yi−1 + wi−1) + hi−1, ∀hi−1 ∈ KerBi−1, (23)

yi−1 = yi + zi, (24)

Aiyi +Bizi =
i

s=1

Qi−sw, i = 1, 2, .... (25)

Процесс расщеплени аканчиваетс, если существует p ∈ N такое, что Bp с-
рективно, или ∃q ∈ N такое, что Bq = (0).

В работах [10] - [13] докаано, что если Bq = (0), то rank(BAB ... An−1B) < n и не
существует v(t) при котором траектори x(t) системы (1), выйд и точки x0 придет
в точку x1, ∀x0,x1 ∈ Rn, а если Bq − срекци, то такое v(t) существует и

rank(BAB ... ApB) = n. (26)

Посколку расщепление аканчиваетс а счет конечномерности (16), то дл ре-
шени поставленной в этом пункте адачи необходимо существование p ∈ N, при
котором Bp − срекци, то ест CokerBp = {0}, Qp = (0).

Покаем в далнейшем, что срективности Bp и достаточно дл решени ис-
ходной адачи в виде (9), (10).

Лемма 3. Если rank(BAB ... ApB) = n, то решение (y, z) ∈ Rn ×Rm уравнени (16)
существует ∀w ∈ Rn.

Докаателство. Pавенство (16) эквивалентно системе (22) с i = 1, 2, ..., p. И равен-
ства (25) с i = p находитс zp = B−

p (Qp−1Qp−2...Q1Q0w−Apyp)+hp, при ∀yp ∈ CoimBp

и ∀hp ∈ KerBp. С помощ (24) с i = p определетс yp−1. атем и (23) с i = p нахо-
дитс zp−1. Далее с помощ (24) с i = p− 1 строитс yp−2; потом и (23) с i = p− 1

находитс zp−2; далее и (24) с i = p − 2 строитс yp−3 и так далее, пока и (24) с
i = 1 найдетс y0 и и (23) с i = 1 найдетс z0. □

3. О существовании решени многоточечной адачи в ЭДР виде

Требуетс вывит услови существовани векторов αj ∈ Rn, βj ∈ Rm, сванных
соотношеними (11) и условими

r−1

j=1

αj

(ti + c)j
= e−atixi, (27)
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следущими и (5) и (9).

Умноим кадое j-ое равенство в (11) на
1

(ti + c)j
, последнее на

1

(ti + c)r−1
и

слоим полученные соотношени. С помощ (27) получаем

−
r−1

j=1

jαj

(ti + c)j+1
= e−atiAxi +B

r

j=1

βj

(ti + c)j
, (28)

и условие корректности этого равенства:

−
r−1

j=1

jQαj

(ti + c)j+1
= e−atiQAxi. (29)

4.1. Случай p = 1. И уравнени (27), умноенного слева на Q, и (29) составим
систему 





r−1

j=1

Qαj

(ti + c)j
= e−atiQxi, i = 0, 1, ..., k,

−
r−1

j=1

jQαj

(ti + c)j+1
= e−atiQAxi, j = 1, 2, ..., r − 1.

(30)

Система состоит и 2(k + 1) уравнений, и нее находтс 2(k + 1) векторов Qαj,
j = 1, 2, ..., r − 1, следователно, r = 2(k + 1) + 1, если толко определител ∆1 этой
системы отличен от нул.

Определител ∆1 таков: дл кадых компонент Qαjs, s = 1, 2, ..., dim CokerB,

векторов Qαj кадые две строки его − это строки вронскиана дл функций
1

(t+ c)j
,

j = 1, 2, ..., 2(k + 1), в точках t = ti. Нетрудно докаат, что ∆1 ∕= 0.
Далее и системы (11) находтс (I − Q)αj и βj следущим обраом. Кадое

равенство в (11) ест соотношение вида (16), эквивалентное системе (21). Дл первого
уравнени в (11) система (21) приобретает вид

β1 = −B−Aα1 + ϕ1, ∀ϕ1 ∈ KerB,

α1 = Qα1 + (I −Q)α1,

A1(Qα1) +B1(I −Q)α1 = 0.

дес B1 − срекци (случай p = 1), следователно,

(1−Q)α1 = −B−
1 A1(Qα1) + ψ1, ∀ψ1 ∈ KerB1, ,

а Qα1 найдено при решении системы (30).
Тепер ивестны и α1 и β1.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 1



Построение модели двиени линейной динамической системы... 75

Аналогичным обраом и осталных уравнений системы (11) последователно
определтс αj, j = 1, 2, ..., 2(k + 1), и βj, j = 1, 2, ..., 2(k + 1) + 1.

Таким обраом, в случае p = 1 система (11), (5), (9), и следователно система
(14) рарешима.

4.2. Случай p = 2. Кадое уравнение в системе (11) эквивалентно системе

βj+1 = B−(−jαj − Aαj+1) + ϕj+1, ∀ϕj+1 ∈ KerB, (31)

αj+1 = Qαj+1 + (I −Q)αj+1, (32)

−jQαj = A1Qαj+1 +B1(I −Q)αj+1, j = 0, 1, ..., r − 1, (33)

если полоит α0 = 0 и αr = 0.
Равенство (33) в сво очеред эквивалентно системе

(I −Q)αj+1 = B−
1 (−jQαj − A1Qαj+1) + ψj+1, ∀ψj+1 ∈ KerB1, (34)

Qαj+1 = Q1Qαj+1 + (I −Q1)Qαj+1, (35)

−jQ1Qαj = A2Q1Qαj+1 +B2(I −Q1)Qαj+1. (36)

Посколку p = 2, то B2 − срекци, и и (36) имеем

(I −Q1)Qαj+1 = B−
2 (−jQ1Qαj − A2Q1Qαj+1) + χj+1, ∀χj+1 ∈ KerB2. (37)

Дл находени Q1Qαj формирутс уравнени: это уравнени (30), умноенные
слева на Q1:

r−1

j=1

Q1Qαj

(ti + c)j
= e−atiQ1Qxi, (38)

−
r−1

j=1

jQ1Qαj

(ti + c)j+1
= e−atiQ1QAxi, (39)

и уравнение, получаемое а счет выполнени второго равенства в системе (30). Дл

получени этого уравнени следует кадое равенство (33) умноит на
−j

(ti + c)j+1

и слоит:
r−1

j=1

j(j + 1)

(ti + c)j+2
Qαj = −e−atiA1QAxi − B1

r−1

j=1

j(I −Q)αj

(ti + c)j+1
.

Отсда
r−1

j=1

j(j + 1)

(ti + c)j+2
Q1Qαj = −e−atiQ1A1QAxi. (40)
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Главный определител линейной системы (38)-(40) дл кадой компоненты
Q1Qαjs, s = 1, 2, ..., dim CokerB1 элемента Q1Qαj имеет следущий вид: кадые его

три строки − это строки вронскиана дл функций
1

(t+ c)j
при t = ti.

Определител ненулевой, система состоит и 3(k + 1) уравнений следовател-
но, она определет 3(k + 1) элементов Q1Qαj. Таким обраом, при p = 2 имееем:
r = 3(k + 1) + 1.

атем, и (37) находитс (I − Q1)Qαj+1, и (35) находитс Qαj+1; и (34) −
(I −Q)αj+1; далее αj+1 и αj и (32); и (31) находитс βj+1, j = 0, 1, ..., r − 1.

Таким обраом, при p = 2 система (11), (5), (9), а начит и система (14) раре-
шимы.

4.3. Случай проиволного p. Дл определени величин Πp−1
m=0Qp−1−mαj, обо-

начаемых чере γj, составлетс система





r−1

j=1

γj
(ti + c)j

= e−ati
p−1

m=0

Qp−1−mxi,

−
r−1

j=1

jγj
(ti + c)j+1

= e−ati
p−1

m=0

Qp−1−mAxi,

..................................

(−1)p
r−1

j=1

(p− 1)!γj
(j − 1)!(ti + c)j+p

= e−ati
p−1

m=0

Qp−1−mAp−1−mxi,

(41)

i = 0, 1, 2, ..., k. Коэффициенты при кадом γj в этой системе ест проиводные от
1

ti + c
до p-го пордка, и в главном определителе ∆p системы (41) дл кадой ком-

поненты γjs, s = 1, 2, ..., dim CokerBp−1, кадые p строк − это строки определител
Вронского при t = ti, i = 0, 1, 2, ..., k.

Всего (p+ 1)(k+ 1) уравнений дл определени r− 1 величин γj, следователно,

r = (p+ 1)(k + 1) + 1. (42)

С помощ найденных и системы (41) начений γj определтс и (11)
(I − Qp−1)

p−1
m=1 Qp−1−mαj, атем

p−1
m=1 Qp−1−mαj, и так далее, ... , потом Qαj,

(I −Q)αj, αj и βj.
Итак, система (14) имеет решение βj, j = 1, 2, ..., (p+ 1)(k + 1) + 1.
Как следует и (31), решение неединственное, βj содерат проиволные слага-

емые и KerB. Кроме того βj выраатс чере αj, αj+1, которые, в сво очеред,
содерат проиволные слагаемые и KerBq, q = 1, 2, ..., p.

Таким обраом, получен следущий реултат.
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Теорема 1. Если существует v(t), така, что траектори x(t) системы (1), выйд
и проиволно аданной началной точки x(0) = x0, непременно придет в момент
t1 в лбу аданну точку x(t1) = x1, то существует v(t) в виде (10) и x(t) в виде
(15) с векторными коэффициентами, определемыми и системы (14), причем тра-
ектори x(t), выйд и проиволно аданной точки x(0) = x0 пройдет непременно
чере все аданные контролные точки x(ti) = xi, i = 1, 2, ..., k.

аклчение

В данной работе дл моделировани двиени (состони) x(t) ∈ Rn с контрол-
ными точками линейной динамической системы под водействием входной вектор-
функции v(t) ∈ Rm впервые приводтс формулы дл вычислени и v(t) и x(t) в
экспоненциално-дробно-рационалном виде.

Дробно-рационалные функции обладат ваными в практических системах
свойствами: они с течением времени атухат. Дл именени скорости атухани в
наменатели дробно-рационалных функций введен слагаемым некоторый параметр.
Дробно-рационалные вектор-функции содерат сомноителем скалрну экспо-
ненциалну функци с дополнителным параметром в покаателе дл получени
раных форм траекторий системы.

Дл находени векторных коэффициентов, входщих в формулы дл v(t) и x(t),
составлена линена алгебраическа система, коэффициентами при искомых векторах
в которой влтс лиш матрицы, участвущие в описании динамической системы.

аметим, динамическа система описываетс с помощ проиводной от функ-
ции состони системы, но при построении x(t) и v(t) предлагаемым методом не
участвут ни какие-либо проиводные, ни решени дифференциалного уравнени,
ни матричные экспоненты, что приводит при вычислених к минималным погреш-
ностм.

начителну трудност представлет докаателство существовани решени
алгебраической системы, и докаателство приведено в данной работе не дл этой
системы, а дл эквивалентной ей. В основу докаателства полоена лемма о суще-
ствовании решени линейной системы с необратимыми матричными коэффициента-
ми с двум векторными неивестными.

Дл получени решени этого уравнени совершаетс многошаговое ралоение
системы на системы в подпространствах. В одном подпространстве част неивест-
ных вырааетс чере другу част неивестных. В другом подпространстве дл
этой другой части неивестных формируетс система, схоа по виду с исходной
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системой, но содераща меншее количество скалрных уравнений. Эта нова си-
стема таке расщеплетс на системы в новых подпространствах, и т. д.

а счет конечномерности исходной системы процесс расщеплени конечен, и на
последнем шаге вывлтс полные услови на коэффициенты системы, при выпол-
нении которых и эта линейна система, и поставленна адача имет решени.
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