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On the correctness of mathematical models of diffusion and
cathodoluminescence.

Turtin D. V., Stepovich M. A., Kalmanovich V. V, Kartanov A. A.

Abstract. Mathematical models of diffusion and cathodoluminescence of nonequilibrium
minority charge carriers generated by a wide electron beam in homogeneous and multilayer
semiconductor materials are considered. The use of wide electron beams makes it possible to
reduce these problems to one–dimensional ones and to describe these mathematical models
by ordinary differential equations. For the collective movement model, the corresponding
mathematical model is:

D
d2∆p (z)

dz2
− ∆p (z)

τ
= −ρ (z)

with boundary conditions

D
d∆p (z)

dz

 z = 0
= υs∆p (0) , ∆p (∞) = 0.

Here the function ρ (z) is the dependence on the coordinate z of the density of minority charge
carriers generated by an electron beam in a semiconductor target prior to their diffusion, ∆p (z) is
the sought distribution of minority charge carriers after their diffusion, the remaining parameters
for homogeneous materials are constants.

For the model of independent sources, the corresponding mathematical model is:

D
d2∆p (z, z0)

dz2
− ∆p (z, z0)

τ
= −ρ (z) δ (z − z0)
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with boundary conditions

D
d∆p (z, z0)

dz


z=0

= υs∆p (0, z0) , ∆p (∞, z0) = 0.

Here the function ∆p (z, z0) describes the distribution over the depth of the minority charge
carriers generated by a plane infinitely thin source located at a depth z0, z0 ∈ [0,∞) . The
distribution of nonequilibrium charge carriers ∆p(z) in this case is found as

∆p(z) =

∞

0

∆p (z, z0) dz0.

For both models, the intensity of cathodoluminescence I taking into account absorption at
a fixed radiation wavelength λ was calculated as

I ∼
∞

ls

∆p (z) exp [−α(λ)z] dz.

The study of the considered models is carried out, including the proof of the uniqueness of
solutions and the continuous dependence of solutions on the data of the problem. Estimates are
obtained for solving the problems under consideration, which make it possible to use them in
electron probe technologies.

In the case of one–dimensional diffusion into the n–layer final semiconductor structure
(z ∈ [0, l]) the depth distribution of the minority charge carrier is found as a solution to the
differential equations

D(i) (z)
d2∆p(i) (z)

dz2
− ∆p(i) (z)

τ (i) (z)
= −ρ(i) (z) , i = 1, n

with boundary conditions

D(1) d∆p(1) (z)

dz


z=0

= ν(1)s ∆p(1) (0) , D(n) d∆p(n) (z)

dz


z=l

= −ν(n)s ∆p(n) (l) .

The superscript in parentheses indicates the layer number.
The possibilities of using this approach for multilayer structures with an arbitrary number

of layers are discussed.

Keywords: mathematical model, stationary differential heat and mass transfer equation, ordinary
differential equations, Cauchy problem, cathodoluminescence.
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Введение

начителное число раличных процессов описываетс обыкновенными диффе-
ренциалными уравненими. В качестве примера моно привести процессы, воника-
щие при нормалном падении широких пучков аренных частиц или электромаг-
нитного илучени на плоску поверхност твёрдого тела. К числу таких отност-
с процессы тепломассопереноса, обусловленного ваимодействием широких источ-
ников вобудени с плоской поверхност конденсированного вещества, а таке
процессы, непосредственно сванные с процессами тепломассопереноса, например,
катодолминесценци (КЛ), воникаща при илучателной рекомбинации гене-
рированных электронным пучком и продиффундировавших в полупроводниковой
мишени неравновесных неосновных носителей арда (НН) [1–4].

Регистраци и иучение КЛ илучени влетс весма ваным методом иссле-
довани состава и свойств однородных и многослойных полупроводниковых струк-
тур опто–, микро–, наноэлектроники и СВЧ–техники  см., например, [3, 4]. Этот
метод поволет получат информаци об обекте исследовани, преде всего о фо-
топриёмных и светоилучащих материалах и структурах, котору весма слоно
либо вообще невомоно получит иным способом. Однако иучение и анали ка-
чественных свойств процессов тепломассопереноса в микро– и электронноондовых
технологих [5–7], в т.ч. проблемы корректности, ранее практически не проводи-
лис. В качестве немногих примеров таких исследований моно привести работы,
в которых иучалис проблемы решени стационарных и нестационарных диффе-
ренциалных уравнений диффуии НН и сванные с ними проблемы корректно-
сти математических моделей, описыващих ваимодействие остро сфокусированных
электронных пучков (электронных ондов) с однородными полупроводниковыми ми-
шенми [8–13]. В то е врем дл одномерного двиени НН така адача ранее
не иучалас и дае не ставилас. Ввиду этого в настощей работе рассматриватс
некоторые вомоности решени стационарных обыкновенных дифференциалных
уравнений, описыващих процессы ваимодействи широких электронных пучков с
однородными полупроводниковыми обектами и установление корректности матема-
тических моделей КЛ, построенных на основе решени рассматриваемых дифферен-
циалных уравнений. Иучение таких адач актуално как дл однородных толстых
(с математической точки рени полубесконечных) полупроводников [5, 14, 15], так
и дл материалов и структур конечной толщины[14, 16, 17]  широко исполуемых
на практике дл содани раличных структур опто–, микро–, наноэлектроники и
СВЧ–техники.
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1. Моделирование потер энергии электронами пучка в твёрдом
теле

При моделировании процессов тепломассопереноса, обусловленных ваимодей-
ствием электронных пучков с твёрдым телом, одним и определщих факторов
при проведении расчётов влетс описание правой части дифференциалных урав-
нений, адащих количественну характеристику водействи электронов пучка на
облучаему поверхност мишени. Такой характеристикой влетс мощност, рас-
сеиваема первичным пучком электронов в мишени. При проведении практических
расчётов дл всех проводщих материалов (не толко полупроводниковых) и прак-
тически дл всех энергий пучка киловолтных электронов (до энергий около 50 кэВ)
приемлемые реултаты могут быт получены с исполованием следущей полуэм-
пирической модели, описыващей плотност потер энергии широким пучком элек-
тронов [18–20]:

ρ∗ (z) =
1, 085 (1− η) P0

√
π zms


1− η + η zss

zms



exp


−

z − zms

zms

2

+

η

1− η
exp


−

z − zss
zss

2


.

(1)
дес P0  мощност электронного пучка, рассенна в мишени, zms  глубина
максималных потер энергии первичными электронами, испытавшими малоугловое
рассение и поглощёнными в мишени; zss  глубина максималных потер энергии
электронами, испытавшими рассение на болшие углы и покинувшими мишен (об-
ратно рассенные электроны), zss = Z−1/3zms; η  коэффициент обратного рассени
электронов онда, η = 0, 024eZA1,67, где e  основание натуралных логарифмов; Z
и A  пордковый номер вещества мишени в периодической таблице элементов и её
атомный вес, соответственно.

2. Математические модели диффуии и катодолминесценции

Модел коллективной диффуии. В этом случае дифференциалное уравнение
диффуии неравновесных НН, генерируемых широким электронным пучком в по-
лубесконечной однородной полупроводниковой мишени, имеет вид

D
d2∆p (z)

dz2
− ∆p (z)

τ
= −ρ (z) (2)

с граничными условими

D
d∆p(z)

dz


z=0

= υs∆p(0), ∆p (∞) = 0. (3)
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дес ρ (z)  концентраци НН, генерированных электронным пучком в полупро-
воднике в единицу времени на глубине z (до их диффуии), функци ∆p (z) описыва-
ет искомое распределение НН по глубине после их диффуии, а постонные D, τ и
vs  коэффициент диффуии, врем ини и скорост поверхностной рекомбинации
НН соответственно. начение ρ (z) получаетс делением плотности потер энергии
электронами пучка в единицу времени ρ∗ (z) [18–20] на энерги обраовани НН.

Некоторые вомоности этой модели, основанной на решении дифференциал-
ного уравнени (2)–(3) рассмотрены в классических работах [21–23] и некоторых
последущих работах.

Модел неависимых источников. Дл математического моделировани про-
странственного распределени НН, генерированных в полупроводниковом матери-
але электронным ондом, моно исполоват так наываему модел неависимых
источников, согласно которой на диффуи неравновесных НН и лбого микро-
обема полупроводника не окаыват влини другие электроны или дырки и дру-
гих микрообластей материала. Такой подход в принципе моет поволит описат
локалные неоднородности, имещиес в однородных материалах, а таке неодно-
родные, в том числе и многослойные, материалы. Математически это вырааетс в
том, что сначала решаетс уравнение диффуии дл кадого и точечных источни-
ков НН, после чего посредством интегрировани по обему, анимаемому источни-
ками НН, находитс распределение НН в полупроводнике в реултате их диффу-
ии. Иде такого подхода аимствована и классической работы [24] и исполовалас
нами, в том числе в адачах математического моделировани распределений НН в
однородных полупроводниковых материалах [25]. Соответствущее дифференциал-
ное уравнение дл однородного полупроводника или сло многослойной планарной
полупроводниковой структуры имеет вид:

D
d2∆p (z, z0)

dz2
− ∆p (z, z0)

τ
= −ρ (z) δ (z − z0) (4)

с граничными условими

D
d∆p (z, z0)

dz


z=0

= υs∆p (0, z0) , ∆p (∞, z0) = 0. (5)

Дл однородного полупроводника интегрирование ∆p (z, z0) по z0 (z0 ∈ [0, ∞))

даёт искомое распределение НН по глубине ∆p (z) :

∆p (z) =

∞

0

∆p (z, z0) dz0 =

z

0

∆p2 (z, z0) dz0 +

∞

z

∆p1 (z, z0) dz0. (6)
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Модел неависимых источников исполовалас нами и дл неоднородных пла-
нарных структур: ранее была решена адача находени распределений НН в пла-
нарных полубесконечных двух ([26], [27]) и трёхслойных ([28], [29]) полупроводнико-
вых структурах дл случа постонства D и τ внутри кадого сло. Однако рас-
пространит этот метод на планарные структуры с болшим числом слоёв нам не
удалос ввиду воникших трудностей технического характера.

Модел диффуии дл проиволного числа слоёв. В случае одномерной
диффуии в конечный полупроводник вдол оси ОZ, перпендикулрной поверхности
n–слойной полупроводниковой структуры (z ∈ [0, l]) , распределение НН по глубине
находитс как решение дифференциалного уравнени [30–32]

D(i) (z)
d2∆p(i) (z)

dz2
− ∆p(i) (z)

τ (i) (z)
= −ρ(i) (z) , i = 1, n (7)

с граничными условими

D(1) d∆p(1) (z)

dz


z=0

= ν(1)
s ∆p(1) (0) , D(n) d∆p(n) (z)

dz


z=l

= −ν(n)
s ∆p(n) (l) . (8)

Верхний индекс в скобках укаывает номер сло. Дл многослойной структуры обо-
начим: z1 = 0, zn+1 = l  координаты внешних границ полупроводника, z2, z3, ...,

zn  координаты границ радела слоёв; D(i), L(i), τ (i)  электрофиические парамет-
ры: коэффициент диффуии, диффуионна длина и врем ини НН в i–м слое
соответственно, при этом L(i) =

√
D(i)τ (i). На границах полупроводника (при z = 0 и

при z = l) приведённые скорости поверхностной рекомбинации S(1) = L(1)ν
(1)
s


D(1),

S(n) = L(n)ν
(n)
s


D(n), где ν

(1)
s и ν

(n)
s  скорости поверхностной рекомбинации НН

в первом и в n–ом слох соответственно. Функци ∆p(i) (z) описывает распределе-
ние по глубине в i–м слое неравновесных НН, генерированных внешним энерге-
тическим водействием, после их диффуии в полупроводнике. Функци ρ(i) (z) 
ависимост от координаты плотности НН, генерированных электронным пучком
в полупроводниковой мишени до их диффуии. Дл широкого электронного пучка
ρ(i) (z) моет быт найдена и выраени дл плотности потер энергии электрон-
ным пучком ρ∗(i) (z) , выделемой в мишени в единицу времени до начала процесса
диффуии [18–20]. Отметим таке, что исполование матричного метода дл реше-
ни рассматриваемой адачи поволет получит её решение в аналитическом виде 
см., например [30–32].

Модел катодолминесценции. КЛ илучение, воникащее при ваимодей-
ствии электронного пучка с поверхност полупроводниковой мишени, моет быт
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исполовано дл определени её параметров [2–4]. Дл прмоонных полупроводни-
ков некоторые параметры могут быт получены и имерений ависимости интенсив-
ности I монохроматической КЛ от энергии электронов пучка E0. Функционалну
ависимост, свыващу I и E0, апишем в виде I = I (E0, Θ) . дес Θ = (θk) 
вектор параметров, k = 1, p, p  число параметров. Дл широкого электронного
пучка, никого уровн вобудени и случа линейной илучателной рекомбина-
ции НН, часто реалиущихс на практике, исполуем выраение [4]:

I(E0,Θ) ∼

1 + 0, 155


1− exp


−zc
L

 ∞

ls

∆p(z) exp [−α(λ)z] dz. (9)

дес ls  толщина приповерхностной области, обедненной основными носителми
арда, α(λ)  коэффициент поглощени КЛ илучени и zc  координата центра
тести ρ∗ (z)  распределени потер энергии электронами в мишени.

3. О существовании и единственности решени
рассматриваемых адач

Модел коллективной диффуии. Дл решени адачи (2), (3) будем испол-
оват стандартные методы математического аналиа. Исполу метод вариации
проиволной постонной, получим решение уравнени (2) в виде:

∆p (z) = A1 exp
√

σz

+B1 exp


−
√
σz


− 1

D
√
σ

z

0

ρ (ξ) sh
√

σ (z − ξ)

dξ, (10)

где A1 и B1  проиволные постонные, определемые и граничных условий (3).
Продифференцировав (10), получим

∆p′ (z) = A1

√
σ exp

√
σz


− B1

√
σ exp


−
√
σz


− 1

D

z

0

ρ (ξ) ch
√

σ (z − ξ)

dξ. (11)

Подставив (10) и (11) в граничные услови (3), получим систему алгебраических
уравнени дл находени A1 и B1:

И первого граничного услови (на поверхности полупроводника) получим

D

A1

√
σ − B1

√
σ

= vs1 (A1 − B1) . (12)
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Преде чем исполоват второе граничное условие (на бесконечности
∆p(∞) = 0  см. (3)) кратко приведём оценку дра интеграла

I(z) =

z

0

ρ (ξ) sh
√

σ (z − ξ)

dξ. (13)

Отметим, что

sh
√

σ (z − ξ)

=

exp
√
σ (z − ξ)− exp [−

√
σ (z − ξ)]

2

и

I(0) =

0

0

ρ (ξ) sh
√

σ (−ξ)

dξ = 0.

Функци ρ (ξ) описываетс функцими типа Гаусса  см. (1). В силу асимптотики
интеграла ошибок

2√
π

z

0

exp (−ξ2) dξ ∼ 1− 1√
π

exp (−z2)

z

откуда, в конечном итоге, при болших z следует сходимост I(z) к нул. начит
и второго граничного услови (∆p(∞) = 0  см. (3)) и формулы (10) следует, что
A1 = 0.

Тогда
∆p(z) = B1 exp (−σz)− I(z). (14)

Отсда ∆p(0) = B1.

Чтобы исполоват первое граничное условие (3) (на поверхности полупровод-
ника), продифференцируем интеграл I(z) :

I
′
(z) = − 1

D
√
σ






z

0

ρ(ξ)
√
σ ch

√
σ(z − ξ)


dξ + ρ(z) sh 0




 =

= − 1

D

z

0

ρ(ξ) ch
√

σ(z − ξ)

dξ.

Тогда дл левой части этого граничного услови получим

D
d∆p(z)

dz


z=0

= −B1σ exp (0)− 1

D

0

0

ρ(ξ) ch(0) dξ = −B1σ
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и в целом это граничное условие примет вид:

D(−B1σ) = vsB1.

И полученного соотношени дл рассматриваемых полупроводниковых матери-
алов следует, что B1 = 0 и дл (14) с учётом (13) получим решение рассматриваемой
адачи в виде:

∆p(z) = −I(z).

Отметим, что вомона и ина апис решени рассматриваемой адачи 
см. [21, 22]. Однако исполование решени в виде (10) поволет провести иссле-
дование корректности адачи и получит оценки решени существенно проще.

Теорема 1. Решение адачи (2), (3) ∀z ∈ [0, ∞) единственно.

Докаателство. Предполоим противное. Пуст n1 и n2  два раличных решени
адачи (2), (3). Рассмотрим функци u = n2−n1, котора удовлетворет следущему
дифференциалному уравнени

D
d2u

dz2
− u

τ
= 0 (15)

и граничным условим (3). Применив к полученной адаче формулы (10) и (11) с
ρ (z) = 0, получим u = 0, откуда следует n2 = n1. Полученное противоречие и
докаывает единственност решени адачи (2), (3). Теорема 1 докаана. □

Модел неависимых источников. адача (4), (5) ∀z ∈ [0, ∞) имеет решение,
которое определетс следущей формулой:

∆p (z, z0) =






ρ(z0)τ
2L

exp

− z0

L

 
exp


z
L


− S−1

S+1
exp


− z

L


∀ z ∈ [0, z0] ,

ρ(z0)τ
2L

exp

− z

L

 
exp


z0
L


− S−1

S+1
exp


− z0

L


∀ z ∈ [z0, ∞) .

(16)

дес L =
√
Dτ  диффуионна длина НН, а S = υsL/D  приведённа скорост

поверхностной рекомбинации НН.
Решение адачи (4), (5) в виде (16) приведено в [4, 25].

Теорема 2. Решение адачи (4), (5) ∀z ∈ [0, ∞) единственно.

Докаателство. Докаателство этой теоремы аналогично докаателству теоре-
мы 1 с ρ(z0) = 0 в правой части дифференциалного уравнени. Теорема 2 докаа-
на. □

Модел диффуии дл проиволного числа слоёв. Существование и един-
ственност решени адачи диффуии дл проиволного числа слоёв (7), (8) следует
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и рассмотренных выше адач о диффуии НН. Отметим таке, что решение а-
дачи в матричном виде [31, 32] даёт её аналитическое решение, причём численные и
аналитическое решени дат практически совпадащие реултаты [33].

Модел катодолминесценции. Существование и единственност решени а-
дачи КЛ (9) следует и рассмотренных выше адач о диффуии НН. Некоторые
особенности практической реалиации этой модели дл полупроводниковых струк-
тур, исполуемых в микро– и оптоэлектронике, приведены в [34].

4. Теоремы об оценках решений рассматриваемых адач

Следущие теоремы устанавливат непрерывну ависимост решений рассмат-
риваемых адач от правых частей дифференциалных уравнений и дат количе-
ственные оценки решений рассматриваемых адач.

Модел коллективной диффуии.

Теорема 3. Пуст u1  решение уравнени

D
d2∆p (z)

dz2
− ∆p (z)

τ
= −ρ1 (z)

с граничными условими (3), а u2  решение уравнени

D
d2∆p (z)

dz2
− ∆p (z)

τ
= −ρ2 (z)

с граничными условими (3) и ∀z ∈ [0, ∞)

|ρ2(z)− ρ1(z)| ≤ ε. (17)

Тогда ∀z ∈ [0, ∞) справедлива оценка

|u2(z)− u1(z)| ≤ εc, c =
1

Dσ


ch


l
√
σ

− 1


. (18)

Докаателство. Применив поочередно формулу (10) к адачам дл функций u1 и
u2, получим

u2 (z) = A1 exp
√

σz

+B1 exp


−
√
σz


− 1

D
√
σ

z

0

ρ2 (ξ) sh
√

σ (z − ξ)

dξ,

u1 (z) = A1 exp
√

σz

+B1 exp


−
√
σz


− 1

D
√
σ

z

0

ρ1 (ξ) sh
√

σ (z − ξ)

dξ.
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Вычита второе равенство и первого и учитыва оценку (17), имеем

|u2 (z)− u1 (z)| ≤ ε
1

D
√
σ

z

0

sh
√

σ (z − ξ)

dξ,

откуда следует оценка (18). Теорема 3 и в целом корректност математической мо-
дели коллективной диффуии докааны. □

Модел неависимых источников.

Теорема 4. Пуст ∆p1(z, z0)  решение уравнени

D
d2∆p1 (z, z0)

dz2
− ∆p1 (z, z0)

τ
= −ρ1 (z) δ (z − z0)

с граничными условими (5), ∆p2(z, z0)  решение уравнени

D
d2∆p2 (z, z0)

dz2
− ∆p2 (z, z0)

τ
= −ρ2 (z) δ (z − z0)

с граничными условими (5) и ∀z ∈ [0, ∞)

|ρ2(z)− ρ1(z)| ≤ ε. (19)

Тогда ∀z ∈ [0, ∞) справедлива оценка

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
ετ

L
.

Докаателство. На отреке z ∈ [0, z0] решение адачи (4), (5) определетс фор-
мулой (16). Тогда дл функций ∆p1(z, z0) и ∆p2(z, z0) имеем

∆p1 (z, z0) =
ρ1 (z0) τ

2L
exp


−z0
L


exp

 z

L


− S − 1

S + 1
exp


− z

L


,

∆p2 (z, z0) =
ρ2 (z0) τ

2L
exp


−z0
L


exp

 z

L


− S − 1

S + 1
exp


− z

L


,

откуда

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
|ρ2 (z0)− ρ1 (z0)| τ

2L
exp


−z0
L


exp

 z

L


− S − 1

S + 1
exp


− z

L


.

Применив оценку (19) и учитыва условие z ∈ [0, z0] , получим

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
ετ

L
exp


−z0 − z

L


. (20)
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На полуинтервале z ∈ [z0, ∞) решение адачи (4), (5) таке определетс фор-
мулой (16). Тогда дл функций ∆p1(z, z0) и ∆p2(z, z0) имеем

∆p1 (z, z0) =
ρ1 (z0) τ

2L
exp


− z

L

 
exp

z0
L


− S − 1

S + 1
exp


−z0
L


,

∆p2 (z, z0) =
ρ2 (z0) τ

2L
exp


− z

L

 
exp

z0
L


− S − 1

S + 1
exp


−z0
L


,

откуда

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
|ρ2 (z0)− ρ1 (z0)| τ

2L
exp


− z

L


exp

z0
L


− S − 1

S + 1
exp


−z0
L


.

Применив оценку (19) и учитыва условие z ∈ [z0, ∞) , получим

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
ετ

L
exp


−z − z0

L


. (21)

Обедин оценки (20) и (21), получим, что при всех z ≥ 0

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
ετ

L
exp


− |z − z0|

L


,

откуда вытекает
|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤

ετ

L
.

Теорема 4 докаана. □

Теорема 5. Пуст выполнены услови теоремы 4. Тогда ∀z ∈ [0, ∞) справедлива
оценка

|∆p2(z)−∆p1(z)| ≤ ετ.

Докаателство. Оценим выраение

|∆p2(z)−∆p1(z)| =
∞

0

|∆p2 (z, z0)−∆p1 (z, z0)| dz0.

Применив оценку (20), получим

|∆p2(z)−∆p1(z)| ≤
ετ

L

∞

0

exp


− |z − z0|

L


dz0. (22)

Посколку
∞

0

exp


− |z − z0|

L


dz0. =

z0

0

exp


z − z0
L


dz0 +

∞

z0

exp


z0 − z

L


dz0 = L exp


− z

L


,
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то и (22) получим
|∆p2(z)−∆p1(z)| ≤ ετ. (23)

Теорема 5 и в целом корректност математической модели неависимых источ-
ников докааны. □

Модел катодолминесценции.

Теорема 6. Пуст ∀z ∈ [0, ∞) выполнены услови теоремы (5). Тогда

|I2(E0,Θ)− I1(E0,Θ)| ≤ ετ

1 + 0, 155


1− exp


−zc
L


≤ 1, 155ετ. (24)

Докаателство. Применив формулу (9) дл интенсивностей КЛ I1 и I2, получим

I1(E0,Θ) =

1 + 0, 155


1− exp


−zc
L

 ∞

ls

∆p1(z) exp [−α(λ)z] dz,

I2(E0,Θ) =

1 + 0, 155


1− exp


−zc
L

 ∞

ls

∆p2(z) exp [−α(λ)z] dz.

Вычита и второго равенства первое, имеем

|I2(E0,Θ)− I1(E0,Θ)| =

=

1 + 0, 155


1− exp


−zc
L

 ∞

ls

|∆p2(z)−∆p1(z)| exp [−α(λ)z] dz.

Применив к последнему равенству оценку (23) и учт, что
∞

ls

exp [−α(λ)z]dz <

∞

0

exp [−α(λ)z]dz ≤ 1,

получим (6).
Теорема 6 и в целом корректност математической модели КЛ докааны. □

аклчение

Рассмотрены математические модели стационарной диффуии и катодолминес-
ценции неравновесных неосновных носителей арда, генерируемых широким элек-
тронным пучком в однородных и многослойных полупроводниковых материалах. Ис-
полование широких электронных пучков поволет свести эти адачи к одномер-
ным и описат эти математические модели обыкновенными дифференциалными
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уравненими. Рассмотрены следущие модели диффуии неравновесных неоснов-
ных носителей арда в однородных полупроводниках: модел коллективного двие-
ни и модел неависимых источников дл полуограниченных мишеней  и модел,
описываща диффуионный процесс в многослойной полупроводниковой структу-
ре конечной толщины, имещей проиволное конечное число слоёв, а таке модел
катодолминесценции, воникащей при илучателной рекомбинации генерирован-
ных электронным пучком неравновесных носителей арда. Проведены докаател-
ства единственности решений и непрерывной ависимости решений от данных адач.
Получены оценки решений рассматриваемых адач, поволщие исполоват их в
электронно–ондовых технологих.

Работа выполнена при частичной финансовой поддерке Российского фонда
фундаменталных исследований (проект No 19–03–00271), а таке РФФИ и пра-
вителства Калуской области (проект No 18–41–400001).
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