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Abstract.
Let operator G be compact positive operator acting in separable Hilbert space. According

with theorem of Hilbert-Schmidt its characteristic numbers µn are positive finite multiple with
unique limit point at infinity. In spectral problems of mathematical physics such numbers, as
a rule, have power (Weyl’s) asymptotic. Sometimes it is more convenient to use asymptotic
of counting function N(r) that is equal to number (taking into account the multiplicity) of
characteristic numbers µn in the interval (0; r). For single eigenvalues recalculation of asymptotic
formulas is a simple exercise. We prove several theorems on connection between asymptotic of
µn and N(r) for an arbitrary compact positive operator G.

Theorem 1. If µn = anα(1 + o(1)), n → ∞, where α > 0, then

N(r) = a−1/αr1/α(1 + o(1)), r → +∞.

Theorem 2. If N(r) = arα(1 + o(1)), r → +∞, α > 0, then

µn = a−1/αn1/α(1 + o(1)), n → ∞.

Theorem 3. If µn = anα +O(nβ), n → ∞, where α > β ≥ α− 1, α > 0, then

N(r) = a−1/αr1/α +O(r
1+β−α

α ), r → +∞.

Theorem 4. If N(r) = arα +O(rβ), r → +∞, where α > β ≥ 0, then

µn = a−1/αn1/α +O(n
1+β−α

α ), n → ∞.

As an application we study asymptotic of a diagonal operator-matrix A =


A 0

0 B


if it is

known the power asymptotic of operators A and B.
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1. Введение

Как ивестно ненулевой спектр компактного самосопрённого оператора, дей-
ствущего в сепарабелном гилбертовом пространстве, состоит и действителных
собственных начений конечной кратности с единственной вомоной пределной
точкой в нуле (см., например, [1], п. 9.2). Если дополнително оператор имеет нуле-
вое дро, то система соответствущих собственных функций обраует ортонормиро-
ванный баис в гилбертовом пространстве. Эти ваные реултаты влтс осно-
вой спектралной теории линейных операторов и ивестны как теорема Гилберта-
Шмидта.

Если компактный самосопрённый оператор G в бесконечномерном гилберто-
вом пространстве имеет обратный A = G−1, то последний влетс неограниченным,
при этом его спектр состоит и иолированных конечнократных собственных наче-
ний с единственной пределной точкой на бесконечности. В этом случае говорт, что
оператор A имеет дискретный спектр. Реолвента оператора с дискретным спектром
Rλ(A) = (A−λI)−1 в кадой регулрной точке λ влетс компактным оператором.

Многие адачи математической фиики приводт к самосопрённым операто-
рам с дискретным спектром, при этом дл прилоений кроме свойства баисности
ваным влетс конкретный вид асимптотики собственных начений. Как правило
краевые адачи имет степенну (или Вейлевску) асимптотику собственных на-
чений с ивестной оценкой остаточного члена в виде символов Ландау (O-болшое,
o-малое). Например, собственные начени оператора Лапласа с условими Дирихле
или Неймана в ограниченной области Ω ⊂ Rm, допускащей раделение переменных
(см. [2], с. 33), имет асимптотику

N(r) = arm/2 + br(m−1)/2 + o(r(m−1)/2), r → +∞, (1)

где чере N(r) обоначено число собственных начений (с учетом кратности), леа-
щих в интервале (0; r). При этом константа a > 0 ависит лиш от меры области Ω,
а константа b ависит лиш от меры границы области ∂Ω (b < 0 дл адачи Дирихле
и b > 0 дл адачи Неймана). В случае проиволной ограниченной области Ω (см.
[2], с. 19) моно утвердат лиш, что

N(r) = arm/2(1 + o(1)), r → +∞. (2)

Напомним, что f(x) = o(g(x)) при x → a, если limx→a
f(x)

g(x)
= 0.
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В работах Н. Д. Копачевского (см. [3], с. 79), А. С. Маркуса и В. И. Мацаева
(см. [4], с. 146) бе предвлени докаателства утвердаетс, что асимптотика
считащей функции (2) равносилна асимптотике дл собственных начений

λn = a−2/mn2/m(1 + o(1)), n → +∞. (3)

По мнени автора стати этот вывод действително прост в случае однократных соб-
ственных начений, при этом если собственные начени кратные, то докаателство
перестаёт быт тривиалным.

В работе приводитс рд теорем о переводе асимптотических формул дл счи-
тащей функции в асимптотические формулы дл характеристических чисел ком-
пактного самосопрённого оператора и наоборот. В частности, докаываетс рав-
носилност формул вида (2) и (3), а таке формулы пересчета дл асимптотик вида
N(r) = arα +O(rβ) или λn = anα +O(nβ) дл β < α.

2. Формулы, содеращие толко главный член асимптотики

Пуст G = G∗ > 0 данный абстрактный компактный полоителный опера-
тор, действущий в бесконечномерном сепарабелном гилбертовом пространстве
H. Пуст

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µn ≤ . . . (4)

 счетный набор его полоителных характеристических чисел, располоенных по
неубывани с учетом кратности. Эти числа влтс собственными наченими об-
ратного оператора A = G−1, т.е. дл кадого µk существует ненулева функци
uk ∈ H така, что Auk = µkuk. Согласно теореме Гилберта-Шмидта функции uk

моно выбрат ортонормированными, при этом

lim
n→∞

µn = +∞,

и в цепочке неравенств (4) равенства вомоны лиш в конечных группах. Количе-
ство собственных начений в кадой группе равно кратности собственного начени
(алгебраическа кратност дл самосопренного оператора равна геометрической).
При этом кратност совпадает с рамерност собственного подпространства, в-
лщегос линейной оболочкой всех собственных функций, отвечащих данному
собственному начени.

Перейдем от набора (4) к подпоследователности собственных начений бе учета
кратности. Дл этого в кадой группе равных собственных начений нуно выбрат
по одному представител. Дл удобства выберем подпоследователност µnk

после-
дователности (4) так, чтобы nk вллис минималными индексами. Тогда номер k
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отвечает а номер собственного начени бе учета кратности. Обоначим чере νk
 последователност кратностей. Например, дл последователности собственных
начений

1 ≤ 2 ≤ 2 ≤ 3 ≤ 3 ≤ 3 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 5 . . .

имеем νk = k, µnk
= k, поэтому n1 = 1, n2 = 2, n3 = 4, n4 = 7, n5 = 11, . . .. Отметим,

что дл краевых адач в рамерностх 2 и выше последователност νk моет быт
неограниченной (см., например, [5]).

Введем считащу функци N(r) как число собственных начений µn, леащих
в интервале (0; r). Тогда, согласно определени

N(µnk
) = nk − 1, (5)

причем N(µn) = n − 1 верно лиш дл тех натуралных n, которые в-
лтс членами подпоследователности nk. Действително, в примере выше
N(1) = N(µ1) = 0, N(2) = N(µ2) = N(µ3) = 1, N(3) = N(µ4) = N(µ5) = N(µ6) = 3,
N(4) = N(µ7) = 6, . . . .

Теорема 1 (прма). Пуст µn = anα(1 + o(1)), n → ∞, где α > 0, тогда

N(r) = a−1/αr1/α(1 + o(1)), r → +∞. (6)

Докаателство. Переход к подпоследователности nk, получаем асимптотику
µnk

= anα
k (1 + o(1)), k → ∞. Следователно

nk ∼ a−1/αµ1/α
nk

, k → ∞.

Отсда с учетом формулы (5) получаем, что N(µnk
) + 1 ∼ a−1/αµ

1/α
nk , k → ∞.

Так как функци N(r) влетс кусочно-постонной и имеет скачки лиш в точ-
ках µnk

, то
N(r) + 1 ∼ a−1/αr1/α, r → ∞.

Отсда с учётом α > 0 получаем формулу (6). □

Теорема 2 (обратна). Пуст

N(r) = arα(1 + o(1)), r → +∞, α > 0, (7)

тогда µn = a−1/αn1/α(1 + o(1)), n → ∞.

Докаателство. Подставим в формулу (7) r = µnk
, тогда с учётом (5) получаем

nk − 1 = N(µnk
) = aµα

nk
(1 + o(1)), k → ∞. (8)

Отсда
µα
nk

∼ a−1nk, k → ∞, (9)
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т.е. мы докаали нуну асимптотическу формулу дл подпоследователности µnk
.

В случае однократных собственных начений теорема влетс докаанной.
В общем случае, чтоб докаат теорему дл последователности µn, выберем

некотору бесконечно малу последователност и полоителных чисел εk так,
чтобы µnk+1 < µnk

+ εk (это моно сделат в силу дискретности спектра). Тогда по
определени считащей функции N(r) с учетом формул (5) и (8) получаем, что

N(µnk
+ εk) = νk + nk − 1 = νk + aµα

nk
(1 + o(1)), k → ∞,

где νk  кратност собственного начени µnk
. С другой стороны и формулы (7)

следует, что
N(µnk

+ εk) = a(µnk
+ εk)

α(1 + o(1)), k → ∞.

Таким обраом νk + aµα
nk
(1 + o(1)) = a(µnk

+ εk)
α(1 + o(1)), k → ∞, и мы получаем

lim
k→∞

νk
µα
nk

+ a = a · lim
k→∞


µnk

+ εk
µnk

α

.

Предел в правой части равен единице, т.к. εk/µnk
→ 0, k → ∞. Следователно

νk = o(µα
nk
) = o(nk), k → ∞. (10)

Далее, аметим, что лбое натуралное число n представимо в виде n = nk+p(k),
где p(k)  поправочна функци, начени которой влтс целыми числами и
отрека [0; νk − 1], при этом µn = µnk

. Отсда

nk ≤ n ≤ nk + νk − 1;

a−1/αn
1/α
k

µnk

≤ a−1/αn1/α

µn

≤ a−1/α(nk + νk − 1)1/α

µnk

.

C учетом свойств (9) и (10) лева и права части двойного неравенства сходтс
к единице при k → ∞. начит при n → ∞ централна част неравенства тое
сходитс к единице. Теорема докаана. □

амечание 1. Иногда считащу функци N(r) вводт как число собственных
начений на отреке [0; r]. При этом реултаты теорем 1 и 2 останутс верными.
В этом случае удобно рассмотрет подпоследователност µnk

, состощу и ра-
личных собственных начений с максималными индексами nk. Тогда формула (5)
будет имет вид N(µnk

) = nk, докаателство теоремы 1 полност сохранетс, а в
теореме 2 нуно исполоват соотношение N(µnk

− εk) = nk − νk. При этом, если
µn = µnk

, то n = nk − p(k), где p(k) ∈ [0; νk − 1].

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 2
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3. Формулы с уточненным остаточным членом

Пуст тепер в рамках теоремы 1 собственные начени µn имет степенну
асимптотику с оценкой остаточного члена в терминах символа Ландау O-болшое.
Будем говорит, что f(x) = O(g(x)) при x → +∞, если на некотором луче (x0; +∞)

существует константа C > 0 така, что дл всех x > x0 выполнено |f(x)| ≤ C|g(x)|.
Тогда моно уточнит оценку остаточного члена считащей функции.

Теорема 3 (прма). Пуст µn = anα +O(nβ), n → ∞, где

α > β ≥ α− 1, α > 0, (11)

тогда
N(r) = a−1/αr1/α +O(r

1+β−α
α ), r → +∞. (12)

Докаателство. Посколку и условий теоремы следует справедливост теоремы
1, то

N(r) = a−1/αr1/α(1 + o(1)) = a−1/αr1/α + ξ(r),

где ξ(r) = o(r1/α). Наша цел  докаат, что ξ(r) = O(r
1+β−α

α ).
Перейд к подпоследователности µnk

раличных собственных начений с мини-
малными индексами nk, с учетом формулы N(µnk

) = nk − 1 получаем, что

µnk
− anα

k = µnk
− a(N(µnk

) + 1)α = O(nβ
k), k → ∞.

Так как α > β, то µnk
∼ anα

k , а начит nk ∼ a−1/αµ
1/α
nk и мы получаем

µnk
− a(N(µnk

) + 1)α = O(µβ/α
nk

), k → ∞.

Последнее равносилно соотношени

r − a(N(r) + 1)α = r −O(rβ/α), r → ∞.

Преобрауем выраение в левой части равенства

r − a(N(r) + 1)α = r − a(a−1/αr1/α + ξ(r) + 1)α = r − (r1/α + a1/α(ξ(r) + 1))α =

= r − r(1 + a1/αr−1/α(ξ(r) + 1))α = r − r(1 + ϕ(r))α.

дес функци ϕ(r) := a1/αr−1/α(ξ(r) + 1) = o(1), r → ∞, так как ξ(r) = o(r1/α).
Отсда

r − r(1 + ϕ(r))α = r − r[1 + αϕ(r) + o(ϕ(r))] = −rαϕ(r) + ro(ϕ(r)) = O(rβ/α).

После делени обеих частей на r получаем

−αϕ(r)(1 + o(1)) = O(r
β−α
α ),

Таврический вестник информатики и математики, 2 (51)’ 2021
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т.е. ϕ(r) = a1/αr−1/α(ξ(r) + 1) = O(r
β−α
α ). Следователно

ξ(r) = −1 +O(r
1+β−α

α ).

И услови (11) следует, что 1 + β − α ≥ 0. Так как 1 = O(rγ) дл лбого γ ≥ 0, то
ξ(r) = O(r

1+β−α
α ). Что и требовалос докаат. □

амечание 2. Моно аметит, что данна теорема останетс верной при амене
оценок в асимптотиках на o-малое, если α > β > α − 1. То ест и соотношени
µn = anα + o(nβ), n → ∞, следует что N(r) = a−1/αr1/α + o(r

1+β−α
α ), r → +∞.

Оценки с O-болшим и o-малым останутс верными, если считащу функци
N(r) ввести как число собственных начений на отреке [0; r]. Тогда дл подпоследо-
вателности µnk

, состощей и раличных собственных начений с максималными
индексами nk, получим N(µnk

) = nk. Докаателство теоремы 3 почти не именитс
и, по-видимому, условие β ≥ α− 1 моно опустит.

Теорема 4 (обратна). Пуст

N(r) = arα +O(rβ), r → +∞, (13)

где α > β ≥ 0, тогда µn = a−1/αn1/α +O(n
1+β−α

α ), n → ∞.

Докаателство. Посколку и условий теоремы следует справедливост теоремы
2, то

µn = a−1/αn1/α(1 + o(1)) = a−1/αn1/α + ξ(n), n → ∞,

где ξ(n) = o(n1/α). Докаем, что ξ(n) = O(n
1+β−α

α ), n → ∞.

Сначала докаем данное свойство на подпоследователности µnk
, дл которой

N(µnk
) = nk − 1. Действително, согласно формуле (13) при r = µnk

получаем

N(µnk
) = nk − 1 = aµα

nk
+O(µβ

nk
), k → ∞. (14)

Так как µnk
∼ a−1/αn

1/α
k , то отсда

nk − 1 = a(a−1/αn
1/α
k + ξ(nk))

α +O(n
β/α
k ).

начит

nk − 1− (n
1/α
k + a1/αξ(nk))

α = nk − 1− nk(1 + a1/αn
−1/α
k ξ(nk))

α =

= nk − 1− nk(1 + ϕ(nk))
α = O(n

β/α
k ),

где функци ϕ(nk) := a1/αn
−1/α
k ξ(nk) = o(1) в силу свойства ξ(n) = o(n1/α). Таким

обраом

nk − 1− nk(1 + αϕ(nk) + o(ϕ(nk))) = −nkαϕ(nk)(1 + o(1)) = O(n
β/α
k ), k → ∞.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 2
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Отсда следует, что ϕ(nk) = a1/αn
−1/α
k ξ(nk) = O(n

β−α
α

k ), т.е. ξ(nk) = O(n
1+β−α

α
k ).

Оценим рост последователности кратностей νk. Дл этого выберем как в теореме
2 некотору бесконечно малу последователност и полоителных чисел εk так,
чтобы µnk+1 < µnk

+ εk. Тогда по определени считащей функции N(r) с учетом
(13) получаем, что

N(µnk
+ εk) = νk + nk − 1 = a(µnk

+ εk)
α +O((µnk

+ εk)
β), k → ∞.

Следователно с учетом формулы (14) имеем

aµα
nk

+O(µβ
nk
) + νk = a(µnk

+ εk)
α +O((µnk

+ εk)
β), k → ∞.

Так как последователност εk моно выбрат скол угодно быстро стремщейс к
нул, то отсда νk = O(µβ

nk
), k → ∞.

Дл авершени докаателства (аналогично теореме 2) восполуемс тем фак-
том, что лбое натуралное число n представимо в виде n = nk + p(k), где
µn = µnk

, p(k)  поправочна функци, удовлетворща двойному неравен-
ству 0 ≤ p(k) ≤ νk − 1. Тогда с учетом неравенства β ≥ 0 выполнено свойство
νk − 1 = O(µβ

nk
), следователно p(k) = O(µβ

nk
), k → ∞. Так как µnk

∼ a−1/αn
1/α
k , то в

силу неравенства β < α имеем p(k) = O(nk
β/α) = o(nk), k → ∞. Отсда получаем,

что

O(n
1+β−α

α ) = O((nk + p(k))
1+β−α

α ) = O((nk(1 + o(1)))
1+β−α

α ) = O(n
1+β−α

α
k ), k → ∞.

Так как функци ϕ(k) = p(k)/nk = O(n
β−α
α

k ) = o(1), k → ∞, то

n1/α = (nk + p(k))1/α = n
1/α
k (1 + ϕ(k))1/α = n

1/α
k [1 + (1/α)ϕ(k) + o(ϕ(k))] =

= n
1/α
k + (1/α)n

1/α
k ϕ(k)(1 + o(1)) = n

1/α
k +O(n

1+β−α
α

k ), k → ∞.

Следователно асимптотика µn = a−1/αn1/α + O(n
1+β−α

α ), n → ∞, равносилна соот-
ношени

µnk+p(k) = a−1/α


n
1/α
k +O(n

1+β−α
α

k )


+O(n

1+β−α
α

k ) = a−1/αn
1/α
k +O(n

1+β−α
α

k ), k → ∞.

Последнее выполнено в силу того, что µn = µnk+p(k) = µnk
и согласно докаанному

ранее
µnk

= a−1/αn
1/α
k +O(n

1+β−α
α

k ), k → ∞.

Теорема докаана. □
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амечание 3. Теорема останетс верной при амене оценок в асимптотиках на o-
малое, если α > β > 0. Эти реултаты сохрантс, если считащу функци N(r)

ввести как число собственных начений на отреке [0; r].

4. Асимптотика характеристических чисел диагоналной
операторной матрицы

В качестве прилоени докаанных теорем рассмотрим следущу адачу.
Пуст имеетс операторна диагонална матрица

A =


A 0

0 B


, (15)

где A и B влтс полоителными компактными операторами с аданной асимп-
тотикой характеристических чисел, пронумерованных по неубывани с учетом крат-
ности. Исследуем асимптотической поведение характеристических чисел µn(A ) опе-
ратора A .

Утвердение 1. Пуст

µn(A) = anα(1 + o(1)), µn(B) = bnβ(1 + o(1)), n → ∞, (16)

тогда в случае α = β имеем

µn(A ) = (a−1/α + b−1/α)−1/αnα(1 + o(1)), n → ∞. (17)

Если α ∕= β, то асимптотика µn(A ) совпадает с асимптотикой того и операто-
ров A и B, у которого покаател степени менше.

Докаателство. На основании теоремы 1 и формул (16) следует асимптотика счи-
тащих функций

N(A) = a−1/αr1/α(1 + o(1)), N(B) = b−1/βr1/β(1 + o(1)), r → ∞. (18)

Так как мноество характеристических чисел оператора A влетс обединением
мноеств характеристических чисел операторов A и B, то

N(A ) = N(A) +N(B) = a−1/αr1/α(1 + o(1)) + b−1/βr1/β(1 + o(1)), r → ∞. (19)

Отсда в случае α = β получаем, что

N(A ) = N(A) +N(B) = (a−1/α + b−1/α)r1/α(1 + o(1)), r → ∞.

Примен тепер теорему 2, получаем асимптотическу формулу (17).
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В случае α ∕= β будем считат дл определенности, что α < β. Тогда
r1/β = o(r1/α), r → ∞ и и формулы (19) получаем, что

N(A ) = a−1/αr1/α(1 + o(1)), r → ∞.

Отсда на основании теоремы 2 получаем, что µn(A ) = anα(1 + o(1)), n → ∞, т.е.
µn(A ) ∼ µn(A). □

Следствие 1. При выполнении условий утвердени 1 операторы A и B леат
в классах Неймана-Шаттена (см. [6], стр. 120)

A ∈ SpA , pA > 1/α, B ∈ SpB , pB > 1/β,

где класс Sp определетс как мноество компактных операторов, сингулрные
числа которых суммирутс со степен p, т.е.

∞

n=1

spn(A) < ∞.

Дл неотрицателных компактных операторов сингулрные числа совпадат с
собственными наченими, которые согласно (16) имет асимптотику

λn(A) = a1n
−α(1 + o(1)), λn(B) = b1n

−β(1 + o(1)), n → ∞, a1 := a−1, b1 := b−1.

(20)
Согласно утвердени 1 в случае α < β имеем λn(A ) ∼ λn(A), n → ∞. Если

е α = β, то
λn(A ) = (a

1/α
1 + b

1/α
1 )1/αn−α(1 + o(1)), n → ∞. (21)

В общем случаем верно, что

A ∈ Sp, p > max{1/α, 1/β}.

Утвердение 2. Пуст

µn(A) = anγ +O(nα), µn(B) = bnγ +O(nβ), n → ∞, (22)

где γ > 0, γ > α ≥ γ − 1, γ > β ≥ γ − 1, тогда

µn(A ) = (a−1/γ + b−1/γ)−1/γnγ +O(nδ), n → ∞, (23)

где δ = max{α, β}.

Докаателство. На основании теоремы 3 имеем соотношени

N(A) = a−1/γr1/γ +O(r
1+α−γ

γ ), N(B) = b−1/γr1/γ +O(r
1+β−γ

γ ), r → ∞. (24)
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Тогда, обонача δ = max{α, β}, получаем

N(A ) = N(A) +N(B) = (a−1/γ + b−1/γ)r1/γ +O(r
1+δ−γ

γ ), r → ∞.

Отсда, примен теорему 4, получаем, что

µn(A ) = (a−1/γ + b−1/γ)−1/γnγ +O(nθ), n → ∞,

где

θ =
1 + 1+δ−γ

γ
− 1

γ

1
γ

= γ + 1 + δ − γ − 1 = δ.

□
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