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Abstract. The paper considers the solution of a one-dimensional homogeneous equation of
heat conduction in a multilayer
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where the superscript in parentheses indicates the layer number, a1(x) and a2(x) depend on the
geometrical and physical parameters of the layer. The flow is directed along the axis x Matching
conditions of the third type are accepted at the contact points of the layers

T (i+1)(xi+1, t)− T (i)(xi+1, t) = −r(i+1)J (i)(xi+1, t),

J (i)(xi+1, t) = J (i+1)(xi+1, t), i = 1, n− 1,

where r(i+1) is a thermal resistance coefficients at the contact points of the layers xi+1 and J (i)

is the flow.
The initial temperature distribution is given

T (i)(x, 0) = g(x), x ∈ [xi, xi+1], i = 1, n

and the first boundary value problem is posed

T (1)(x1, t) = 0, T (n)(xn+1, t) = 0.

The solution is constructed by combining the Fourier method, the matrix method and the
method of generalized powers of Bers. Previously, this approach was used to construct solutions
of the heat equation under continuous matching conditions at the layer boundary.

The method of generalized powers makes it possible to obtain a unified analytical form for
solving the problem for various geometries of a multilayer medium: translational, axial or central
symmetry.
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The essence of the matrix method is reduced to the sequential multiplication of functional
matrices that depend on the physical and geometric parameters of the layers of the medium (the
elements of these matrices are expressed in terms of generalized powers) and matrices describing
the thermal resistance at the points of contact of the layers. Thus, it is possible to express the
relationship between the value of the amplitude function at the point x1 and the values of this
function at any other point in the medium. Thus, it is possible to find uniform eigenvalues and
the corresponding eigenfunctions for the entire medium for any finite number of layers by linking
the values of the amplitude function at the boundary points x1 and xn+1 of the medium.

In this paper, the orthogonality of the obtained eigenfunctions is proved.

Keywords: heat conduction equation, matrix method, multilayer medium, imperfect thermal
contact.

Введение

Решение многих адач современной иненерной практики свано с исследовани-
ем и прогноированием процессов тепломассопереноса в многослойных конструкци-
х. Особенно интересны адачи с неидеалным тепловым контактом меду сломи,
воникащим вследствие аоров, шероховатостей поверхностей, наличием терми-
ческого сопротивлени и др. При иучении реалных тепловых процессов метода-
ми математического моделировани вано имет аналитические или приблиенные
аналитические методы решени, которые аметно могут упростит анали процессов,
прогно поведени отделных материалов конструкции, вывит вомоные нее-
лателные влени и др. В качестве одного и таких аналитических методов моет
быт применен подход, состощий в сочетании матричного метода и метода обоб-
щённых степеней Берса.

Иде матричного метода применително к адачам теплопроводности в состав-
ных пластинах была описана в [1]. Однако дл решени адач тепломассопереноса
в многослойных средах он не получил распространени, вомоно, и-а того, что
формулы аналитического решени получалис очен громодкими, системы комп-
терной алгебры в то врем (середина XX в.) толко начинали ародатс, так что
численные методы были предпочтителными. В настощее врем самые раные про-
граммные продукты успешно справлтс с этой проблемой, что поволило нам при-
менит матричный метод дл моделировани стационарных [2, 3] и нестационарных
процессов [4], причем слоёв моет быт проиволное конечное число. В этих ра-
ботах исполуетс сочетание матричного метода и аппарата обобщённых степеней
Берса [5, 6], что поволило в единой аналитической форме получит алгоритм реше-
ни адачи тепломассопереноса в средах с раличной геометрией, а именно облада-
щей сдвиговой, осевой или централной симметрией. Отметим, что иде матричного
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метода моет быт исполована не толко дл прикладных расчётов, но и успешно
применетс в теоретических работах [7].

Ранее сочетание матричного метода и аппарата обобщённых степеней Берса при-
менлос нами дл моделировани процессов переноса в многослойных средах с иде-
алным контактом. В настощей работе построено решение адачи теплопроводности
при неидеалном контакте, когда в граничных точках слоёв поток тепла непрерывен,
а функци температуры терпит рарыв.

1. Постановка адачи

Рассмотрим одномерное однородное уравнение процесса теплопроводности
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Дл далнейшего удобства введём дифференциалные операторы
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∂
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∂
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.

Коэффициенты уравнени (1) имет вид a1(x) = psλ(x)x
s,a2(x) = c(x)ρ(x)xs−1,

где λ(i), c(i)(x), p(i)(x) - соответственно коэффициент теплопроводности, теплоемкост
и плотност среды на i-м слое. Процессу в среде со сдвиговой симметрией (плоские
слои) по оси x соответствует покаател s = 1, с осевой симметрией (цилиндриче-
ские слои)  покаател s = 1, с централной симметрией (сферические слои) 
покаател s = 2. Коэффициент ps дл процессов с раличными видами симметрии
определен формулами p0 = 1, p1 = 2π, p2 = 4π. С учётом введенных обоначений
уравнение теплопроводности моно аписат в виде

D
(i)
2 D

(i)
1 T (i) =

∂T (i)

∂t
, i = 1, n (2)

J (i) = −D
(i)
1 T (i), i = 1, n,

где верхний индекс в скобках обоначает номер сло.
На границах слоев примем услови согласовани третего типа

T (i+1)(xi+1, t)− T (i)(xi+1, t) = −r(i+1)J (i)(xi+1, t), (3)

J (i)(xi+1, t) = J (i+1)(xi+1, t), i = 1, n− 1, (4)

где r(i+1)  коэффициент теплообмена в точке xi+1 контакта i-го и (i+ 1)-го слоёв.
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Пуст адано началное распределение температуры

T (i)(x, 0) = g(x), x ∈ [xi, xi+1], i = 1, n. (5)

Поставим перву краеву адачу

T (1)(x1, t) = 0, T (n)(xn+1, t) = 0. (6)

Решение поставленной адачи будем строит с помощ сочетани метода Фуре,
матричного метода и метода обобщённых степеней Берса.

2. Обобщённые степени Берса

Понтие обобщённой степени было введено Л. Берсом [5] в середине XX века.
Пуст в линейном функционалном пространстве функций f(x), определённых

и непрерывных на промеутке (a, b) и имещих на этом промеутке проиводну,
аданы операторы

D1 = a1(x)
d

dx
, D2 = a2(x)

d

dx
где a1(x) и a2(x)  полоителные функции на укаанном промеутке. Существут
правые обратные операторы I1 и I2:

I1 =

x

x1

dξ

a1(ξ)
· · · , I2 =

x

x1

dξ

a2(ξ)
· · ·

Операци присоединени определетс как амена D1 на D2 (соответственно I1

на I2) и обратно. Это соответствует амене функций a1(x) и a2(x) друг на друга.
Обоначим эту операци наком "∼".

Обобщённые степени Берса с нул точкой x1  это последователност функций,
определённа выраеними:

X(0)(x, x1) = X(0)(x, x1) = 1,

X(n) (x, x1) = n!


(I1I2)

p · 1, при n = 2p

I1(I2I1)
p · 1, при n = 2p+ 1.

X(n) (x, x1) = n!


(I2I1)

p · 1, при n = 2p

I2(I1I2)
p · 1, при n = 2p+ 1.

Имет место правила дифференцировани

D1X
(n)(x, x1) = n X(n−1)(x, x1), D2

X(n)(x, x1) = nX(n−1)(x, x1)
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Л. Берс таке ввел принцип соответстви, по которому обычному степенному

рду рду f(x) =
∞
i=0

ci(x− x1)
i сопоставлетс рд обобщённых степеней вида

f(x) =
∞

i=0

ciX
(i)(x, x1)

На основе принципа соответстви Л. Берсом были введены символы cosµX(x, x1),
sinµX(x, x1), которым были сопоставлены рды обобщенных степеней

cosλX(x, x1) =
∞

i=0

(−1)iµ2i

(2i)!
X(2i)(x, x1), (7)

sinµX(x, x1) =
∞

i=0

(−1)iµ2i+1

(2i+ 1)!
X(2i+1)(x, x1), (8)

удовлетворщие относително дифференциалных операторов D1, D2 правилам,
формално аналогичным обычным правилам дифференцировани:

D1 cosµX(x, x1) = −µ sinµ X(x, x1), D2 cosµ X(x, x1) = −µ sinµX(x, x1),

D1 sinµX(x, x1) = µ cosµ X(x, x1), D2 sinµ X(x, x1) = µ cosµX(x, x1),

D2D1 cosµX(x, x1) = −µ2 cosµX(x, x1), D2D1 sinµX(x, x1) = −µ2 sinµX(x, x1).

3. Построение решени уравнени

Частное решение уравнений (2) ищем в виде

T (i)(x, t) = u(i)(x)e−µ2t, i = 1, n.

Тогда амплитудна функци u(i)(x) удовлетворет уравнени

D
(i)
2 D

(i)
1 u(i)(x) + µ2u(i)(x) = 0, (9)

а таке условим третего типа на контакте слоёв

u(i+1)(xi+1)− u(i)(xi+1) = −r(i+1)j(i)(xi+1), (10)

j(i)(xi+1) = j(i+1)(xi+1), (11)

и граничным условим
u(1)(x1) = 0, u(n)(xn+1) = 0, (12)

где j(i)(x) = −D
(i)
1 u(i)(x) = −a

(i)
1 (x)(du(i)/dx), i = 1, n,

Поставим на кадом слое адачу Коши, то ест ададим начение функции
u(i)(xi) и потока j(i)(xi) в началной точке xi сло. Тогда решение адачи Коши дл
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уравнени (3) на слое апишем в формалиме Берса.

u(i)(x) = u(i)(xi) cosµXi(x, xi)−
1

µ
j(i)(xi) sinµX(x, xi), (13)

j(i)(x) = u(i)(xi)µ sinµ Xi(x, xi) + j(i)(xi) cosµ X(x, xi). (14)

Далее введём вектор-столбцы V (x) и V (xi) и матрицу K на кадом слое, а таке
матрицу контактного сопротивлени на границе слоёв R

V (i)(x) =


u(i)(x)

j(i)(x)


, V (i)(xi) =


u(i)(xi)

j(i)(xi)


,

K(i)(x, xi) =


cosµXi(x, xi) − 1

µ
sinµXi(x, xi)

µ sinµ Xi(x, xi) cosµ Xi(x, xi)


, R(i+1) =


1 −r(i+1)

0 1


.

апишем в матричной форме решение (13)–(14) на i-м слое

V (i)(x) = K(i)(x, xi)V
(i)(xi), xi ≤ x ≤ xi+1, i = 1, n,

а таке услови согласовани (10)–(11) на контакте слоёв в точке xi+1

V (i+1)(xi+1) = R(i+1)V (i)(xi+1), i = 1, n− 1.

Отметим, что при постонных коэффициентах a1 и a2 рды обобщённых степе-
ней (7) и (8) сходтс к ивестным функцим, чере которые, таким обраом, могут
быт выраены элементы матрицы K при постонных фиических параметрах на
слое. В случае плоских слоёв матрица K имеет вид

K(i)(x, xi) =


cos µ(x−xi)

α(i) − 1
µ
β(i) sin µ(x−xi)

α(i)

µβ(i) sin µ(x−xi)

α(i) cos µ(x−xi)

α(i)


,

в случае осесимметричной среды элементы матрицы K могут быт выраены чере
функции Бессел

k
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2α(i)


J1

µxi

α(i)


N0

 µx

α(i)


−N1

µxi

α(i)


J0

 µx

α(i)


,

k
(i)
12 = − π
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k
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πµ2β(i)xix
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−N1
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,

k
(i)
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πµx

2α(i)


N0
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α(i)


J1

 µx
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− J0

µxi

α(i)


N1

 µx

α(i)


,

а в случае централной симметрии среды элементы матрицы K имет вид

k
(i)
11 =

1

x


xi cos

µ(x− xi)

α(i)
+

α(i)

µ
sin

µ(x− xi)

α(i)


,
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k
(i)
12 = − 1

µβ(i)xix
sin

µ(x− xi)

α(i)
,

k
(i)
21 = µβ(i)


xxi +


α(i)

µ

2

sin

µ(x− xi)

α(i)
− α(i)(x− xi)

µ
cos

µ(x− xi)

α(i)


,

k
(i)
22 =

1

x1


x cos

µ(x− xi)

α(i)
− α(i)

µ
sin

µ(x− xi)

α(i)


,

где α(i) =


λ(i)(c(i)ρ(i))

−1, β(i) =


λ(i)c(i)ρ(i).

Далее начина с первого сло и выполн последователну подстановку, полу-
чим

V (1)(x) = K(1)(x, x1)V
(1)(x1), x1 ≤ x ≤ x2;

V (2)(x2) = R(2)V (1)(x2) = R(2)K(1)(x2, x1)V
(1)(x1);

V (2)(x) = K(2)(x, x2)V
(2)(x2) = K(2)(x, x2)R

(2)K(1)(x2, x1)V
(1)(x1), x2 ≤ x ≤ x3;

...

V (i)(x) = K(i)(x, xi)V
(i)(xi) =

= K(i)(x, xi)R
(i)K(i−1)(xi, xi−1)R

(i−1)...R(2)K(1)(x2, x1)V
(1)(x1), xi ≤ x ≤ xi+1;

...

Введём обоначение дл последователного проиведени матриц K и R

K(i,1)(x, x1) = K(i)(x, xi)R
(i)K(i−1)(xi, xi−1)R

(i−1)...R(2)K(1)(x2, x1), xi ≤ x ≤ xi+1.

Таким обраом, в конечной точке системы слоев приходим к системе уравнений

V (n)(xn+1) = K(n,1)(xn+1, x1)V
(1)(x1),

котора свывает начени функций u(i)(x) и j(i)(x) в граничных точках среды.
Подставл граничные услови (12), получим условие определени собственных на-
чений µk

k
(n,1)
12 = 0

Обоначим u
(i)
k (x) баисну функци, соответствущу собственному начени

µk. Покаем, что полученные функции ортогоналны.

Теорема 1. Собственные функции uk(x) и ul(x) адачи (9)–(12), отвечащие ра-
личным собственным наченим µk и µl, ортогоналны c весом 1/a2(x).

Докаателство. апишем собственные функции uk(x) и ul(x) послойно, то ест
uk(x) = u

(i)
k (x) и ul(x) = u

(i)
l (x) при xi ≤ x ≤ xi+1. Таке на кадом слое обо-

начим j
(i)
k (x) = −a

(i)
1 (x)(du

(i)
k /dx), j(i)l (x) = −a

(i)
1 (x)(du

(i)
l /dx), i = 1, n. Рассмотрим
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тодества

d

dx


u
(i)
l (x)j

(i)
k (x)− u

(i)
k (x)j

(i)
l (x)


= u

(i)
l (x)

dj
(i)
k

dx
− u

(i)
k (x)

dj
(i)
l

dx
, i = 1, n. (15)

Так как u
(i)
k (x) и u

(i)
l (x)  решени уравнений (9), а начит, удовлетворт ра-

венствам
dj

(i)
k

dx
=

µ2
ku

(i)
k (x)

a
(i)
2 (x)

,
dj

(i)
l

dx
=

µ2
l u

(i)
l (x)

a
(i)
2 (x)

,

то перепишем (15) в виде

d

dx


u
(i)
l (x)j

(i)
k (x)− u

(i)
k (x)j

(i)
l (x)


= (µ2

k − µ2
l )
u
(i)
k (x)u

(i)
l (x)

a
(i)
2 (x)

.

Тогда

(µ2
k − µ2

l )

xn+1

x1

uk(x)ul(x)

a2(x)
dx = (µ2

k − µ2
l )

n

i=1

xi+1

xi

u
(i)
k (x)u

(i)
l (x)

a
(i)
2 (x)

dx =

=
n

i=1

xi+1

xi

d

u
(i)
l (x)j

(i)
k (x)− u

(i)
k (x)j

(i)
l (x)


=

n

i=1


u
(i)
l (x)j

(i)
k (x)− u

(i)
k (x)j

(i)
l (x)


xi+1

xi

В последней сумме после подстановки пределов интегрировани сгруппируем слага-
емые относително j

(i)
k (x) и j

(i)
l (x), после чего получим

(µ2
k − µ2

l )

xn+1

x1

uk(x)ul(x)

a2(x)
dx = u

(1)
l (x1)j

(1)
k (x1)− u

(1)
k (x1)j

(1)
l (x1)+

+
n−1

i=1


u
(i)
k (xi+1)− u

(i+1)
k (xi+1)


j
(i)
l (xi+1) +


u
(i+1)
l (xi+1)− u

(i)
l (xi+1)


j
(i)
k (xi+1)


+

+ u
(n)
k (xn+1)j

(n)
l (xn+1)− u

(n)
l (xn+1)j

(n)
k (xn+1).

После подстановки в последн формулу граничных условий (12) исчеат пер-
вые два и последние два слагаемых, а подстановка условий согласовани в точках
контакта слоёв (10)–(11) приводит оставшиес слагаемые к виду

(µ2
k − µ2

l )

xn+1

x1

uk(x)ul(x)

a2(x)
dx =

=
n−1

i=1


r(i+1)j

(i)
k (xi+1)j

(i)
l (xi+1)− r(i+1)j

(i)
l (xi+1)j

(i)
k (xi+1)


= 0.
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Так как µk ∕= µl, то
xn+1

x1

uk(x)ul(x)

a2(x)
dx = 0,

следователно, собственные функции ортогоналны с весом 1/a2(x). □

При µk = µl скалрное проиведение собственных функций дает квадрат нормы

N2
k =

n

i=1

xi+1

xi

1

a
(i)
2 (x)


u
(i)
k (x)

2

dx.

Коэффициенты в ралоении Фуре имет вид

ck =
1

Nk

n

i=1

xi+1

xi

g(x)
u
(i)
k (x)

a
(i)
2 (x)

dx.

Таким обраом, получаем решение поставленной адачи (2)–(6)

T (i)(x, t) =
∞

k=1

ck
u
(i)
k (x)

Nk

e−µ2
kt.

аклчение

В работе построено аналитическое решение первой краевой адачи дл одномер-
ного однородного уравнени теплопроводности в многослойной среде с неидеалным
тепловым контактом на границах слоёв. Метод построени основан на совместном
применении метода Фуре, метода обобщенных степеней Берса и матричного метода,
что поволило получит едину аналитическу форму решени дл среды, облада-
щей раличными видами симметрии (сдвиговой, осевой или централной). Пока-
ана ортогоналност собственных функций, отвечащих раличным собственным
наченим.

Работа выполнена при финансовой поддерке Российского фонда фундаментал-
ных исследований (проект  19-03-00271).
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