
УДК: 517.927.4

MSC2010: 34B27 DOI: https://doi.org/10.37279/1729-3901-2021-20-2-65-87

ОБ АНТИПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ 󰑪АДАЧЕ ДЛ󰑯
ПОЛУЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛ󰑩НОГО ВКЛ󰑰ЧЕНИ󰑯

ДРОБНОГО ПОР󰑯ДКА 2 < q < 31

c© Г. Г. Петрос󰑱н
Вороне󰑨ский государственный университет ин󰑨енерных технологий

Научно-обра󰑬овател󰑭ный центр
просп. Револ󰑧ции, 19, Вороне󰑨, 394036, Российска󰑱 Федераци󰑱

e-mail: garikpetrosyan@yandex.ru

On antiperiodic boundary value problem for a semilinear differential
inclusion of a fractional order 2 < q < 3.

Petrosyan G. G.

Abstract. The investigation of control systems with nonlinear units forms a complicated
and very important part of contemporary mathematical control theory and harmonic analysis,
which has numerous applications and attracts the attention of a number of researchers around the
world. In turn, the development of the theory of differential inclusions is associated with the fact
that they provide a convenient and natural tool for describing control systems of various classes,
systems with discontinuous characteristics, which are studied in various branches of the optimal
control theory, mathematical physics, radio physics, acoustics etc. One of the best approaches
to the study of this kind of problems is provided by the methods of multivalued and nonlinear
analysis, which are distinguished as very powerful, effective and useful. However, the solving
of these problems within the frameworks of existing theories is often a very difficult problem,
since many of them find sufficiently adequate description in terms of differential equations and
inclusions with fractional derivatives. The theory of differential equations of fractional order
originates from the ideas of Leibniz and Euler, but only by the end of the XX century, interest
in this topic increased significantly. In the 70s - 80s, this direction was greatly developed by the
works of A. A. Kilbas, S. G. Samko, O. I. Marichev, I. Podlubny, K. S. Miller, B. Ross, R. Hilfer,
F. Mainardi, H. M. Srivastava. Notice that the research in this direction will open up prospects
and new opportunities for the studying of non-standard systems that specialists encounter while
describing the development of physical and chemical processes in porous, rarefied and fractal
media. It is known that a periodic boundary value problem is one of the classical boundary value
problems of differential equations and inclusions. At the same time, in recent years, along with
periodic boundary value problems, antiperiodic boundary value problems are of great interest
due to their applications in physics and interpolation problems.

1Исследование выполнено при финансовой поддер󰑨ке РФФИ в рамках научного проекта 󰎍 19-31-
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In this paper, we study an antiperiodic boundary value problem for semilinear differential
inclusions with Caputo fractional derivative of order 2 < q < 3 in Banach spaces. We assume
that the nonlinear part is a multivalued map obeying the conditions of the Caratheodory type,
boundedness on bounded sets, and the regularity condition expressed in terms of measures
of noncompactness. In the first section, we present a necessary information from fractional
analysis, Mittag – Leffler function, theory of measures of noncompactness, and multivalued
condensing maps. In the second section, we construct the Green’s function for the given
problem, then, we introduce into consideration a resolving multivalued integral operator in
the space of continuous functions. The solutions to the boundary value problem are fixed
points of the resolving multioperator. Therefore, we use a generalization of Sadovskii type
theorem to prove their existence. Then, we first prove that the resolving multioperator is upper
semicontinuous and condensing with respect to the two-component measure of noncompactness
in the space of continuous functions. In a proof of a main theorem of the paper, we show that
a resolving multioperator transforms a closed ball into itself. Thus, we obtain that the resolving
multioperator obeys all the conditions of the fixed point theorem and we prove the existence of
solutions to the antiperiodic boundary value problem.

Keywords: differential inclusion, fractional derivative, antiperiodic boundary value problem,
Green function, measure of noncompactness, fixed point, condensing multimap.

Введение

В последние дес󰑱тилети󰑱 󰑬начител󰑭ное ра󰑬витие получила теори󰑱 дробного ана-
ли󰑬а и дифференциал󰑭ных уравнений и вкл󰑧чений дробного пор󰑱дка. Интерес к
этой тематике усилилс󰑱 не случайно, так как данна󰑱 теори󰑱 имеет многочленные
прило󰑨ени󰑱 в ра󰑬личных ра󰑬делах прикладной математики, фи󰑬ики, ин󰑨енерии,
биологии, экономики и др. (см. монографии [1]–[5]). На данный момент ра󰑬работаны
ра󰑬личные подходы к ра󰑬решимости дифференциал󰑭ных уравнений и краевых 󰑬адач
дл󰑱 них, в случае дробного пор󰑱дка q ∈ (0, 1) (см. стат󰑭и [6]–[9] и име󰑧щиес󰑱 в них
ссылки). В последнее врем󰑱 активно исследу󰑧тс󰑱 дифференциал󰑭ные уравнени󰑱 и
вкл󰑧чени󰑱 дробного пор󰑱дка q > 1.

В то󰑨е врем󰑱 в последние годы на р󰑱ду с периодическими краевыми 󰑬адачами
бол󰑭шой интерес представл󰑱󰑧т антипериодические краевые 󰑬адачи благодар󰑱 при-
ло󰑨ени󰑱м в фи󰑬ике и в интерпол󰑱ционных 󰑬адачах (см., например, работы [10]–[12]
и име󰑧щиес󰑱 в них ссылки). Опишем кратко некоторые у󰑨е полученные ре󰑬ул󰑭таты
в этом направлении исследований. В работе [13] авторы с помощ󰑭󰑧 теории степени
Лере–Шаудера и метода функции Грина, дока󰑬ыва󰑧т существование решений дл󰑱
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краевой антипериодической 󰑬адачи вида
CDqx(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ),

где символом CDq – обо󰑬начаетс󰑱 дробна󰑱 прои󰑬водна󰑱 Капуто пор󰑱дка q ∈ (1, 2)

и f : [0, T ] × R → R непрерывна󰑱 функци󰑱. В стат󰑭е [14] авторы на основе метода
функции Грина и теоремы Красносел󰑭ского–Крейна о неподви󰑨ной точке ра󰑬решили
следу󰑧щу󰑧 краеву󰑧 󰑬адачу

CDqx(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ), x′′(0) = −x′′(T ), x′′′(0) = −x′′′(T ),

дл󰑱 случа󰑱 дробного пор󰑱дка q ∈ (3, 4) и непрерывной функции f : [0, T ]× R → R.
В работе [15] исследовалас󰑭 ра󰑬решимост󰑭 в сепарабел󰑭ном банаховом простран-

стве E краевой 󰑬адачи дл󰑱 полулинейного дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 дробного
пор󰑱дка следу󰑧щего вида

CDqx(t) = λx(t) + f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

с граничным антипериодическим условием

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ),

где дробна󰑱 прои󰑬водна󰑱 Капуто пор󰑱дка q ∈ (1, 2), число λ > 0, f : [0, T ]×E → E –
нелинейное отобра󰑨ение.

В насто󰑱щей стат󰑭е мы исследуем ра󰑬решимост󰑭 в сепарабел󰑭ном банаховом про-
странстве E антипериодической краевой 󰑬адачи дл󰑱 полулинейного дифференциал󰑭-
ного вкл󰑧чени󰑱 дробного пор󰑱дка следу󰑧щего вида

CDqx(t) ∈ λx(t) + F (t, x(t)), t ∈ [0, T ], (1)

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ), x′′(0) = −x′′(T ) (2)

где CDq – дробна󰑱 прои󰑬водна󰑱 Капуто пор󰑱дка q ∈ (2, 3), число λ > 0,

F : [0, T ]× E ⊸ E – нелинейное много󰑬начное отобра󰑨ение.

1. Предварител󰑭ные сведени󰑱

1.1. Дробный анали󰑬. Вначале приведем необходимые ба󰑬овые сведени󰑱 и󰑬 дроб-
ного анали󰑬а (см. монографии [3, 4]).
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Определение 1. Дробным интегралом пор󰑱дка q > 0 функции g : [0, T ] → R на󰑬ы-
ваетс󰑱 функци󰑱 Iqg следу󰑧щего вида:

Iqg(t) =
1

Γ(q)

t󰁝

0

(t− s)q−1g(s) ds,

где Γ – это гамма-функци󰑱 Эйлера.

Отметим, что дл󰑱 гамма-функции Эйлера имеет место свойство (см., например,
[4]):

1

Γ(q)
= 0, дл󰑱 q = 0,−1,−2, .... (3)

Определение 2. Дробной прои󰑬водной Капуто пор󰑱дка q ≥ 0 функции
g ∈ Cn([0, T ]) на󰑬ываетс󰑱 функци󰑱 CDqg следу󰑧щего вида:

CDqg(t) =
1

Γ(n− q)

t󰁝

0

(t− s)n−q−1g(n)(s) ds, n = [q] + 1.

Ва󰑨ное 󰑬начение в дробном анали󰑬е имеет функци󰑱 Миттаг–Лефлера.

Определение 3. Функци󰑱 вида

Eq,β(z) =
∞󰁛

n=0

zn

Γ(qn+ β)
, q > 0, β ∈ C, z ∈ C,

на󰑬ываетс󰑱 функцией Миттаг–Леффлера.

Рассмотрим 󰑬адачу Коши дл󰑱 одномерного дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 дроб-
ного пор󰑱дка 2 < q < 3 :

CDqx(t) = λx(t) + f(t), t ∈ [0, T ], (4)

x(0) = c1, x
′(0) = c2, x

′′(0) = c3, (5)

где λ ∈ R, f : [0, T ] → R – интегрируема󰑱 функци󰑱. Единственным решением (см. [3])
данной 󰑬адачи 󰑱вл󰑱етс󰑱 функци󰑱

x(t) = c1Eq,1(λt
q) + c2tEq,2(λt

q) + c3t
2Eq,3(λt

q) +

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds. (6)

В дал󰑭нейшем нам понадоб󰑱тс󰑱 следу󰑧щие соотношени󰑱 и утвер󰑨дени󰑱 (см. [1])

Eq,β(t) =
1

Γ(β)
+ tEq,β+q(t), (7)
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󰀓 d

dt

󰀔n

(tβ−1Eq,β(λt
q)) = tβ−n−1Eq,β−n(λt

q), (8)
z󰁝

0

tβ−1Eq,β(λt
q)dt = zβEq,β+1(λz

q), (9)

Лемма 1. (см. [16]) Дл󰑱 функции f ∈ L∞([0, T ];E) и α > 1, β ∈ R, справедливо
равенство

󰀓 t󰁝

0

(t− s)α−1Eα,β(λ(t− s)α)f(s) ds
󰀔′

t
=

t󰁝

0

(t− s)α−2Eα,β−1(λ(t− s)α)f(s) ds.

1.2. Меры некомпактности и уплотн󰑱󰑧щие мул󰑭тиотобра󰑨ени󰑱. Пуст󰑭 E

банахово пространство. Введем следу󰑧щие обо󰑬начени󰑱:

• P (E ) = {A ⊆ E : A ∕= ∅} ;
• Pb(E ) = {A ∈ P (E ) : A− ограничено} ;
• Pv(E ) = {A ∈ P (E ) : A− выпукло} ;
• K(E ) = {A ∈ Pb(E ) : A− компактно} ;
• Kv(E ) = Pv(E ) ∩K(E ).

Определение 4. (См., например, [17, 18]). Пуст󰑭 (A ,≥) частично–упор󰑱доченное
мно󰑨ество. Функци󰑱 β : Pb(E ) → A на󰑬ываетс󰑱 мерой некомпактности (мнк) в
E , если дл󰑱 ка󰑨дого Ω ∈ Pb(E ) выполн󰑱етс󰑱 β(coΩ) = β(Ω), где coΩ обо󰑬начает
󰑬амыкание выпуклой оболочки Ω.

Мера некомпактности β на󰑬ываетс󰑱:

1) монотонной, если дл󰑱 л󰑧бых Ω0,Ω1 ∈ Pb(E ), вкл󰑧чение Ω0 ⊆ Ω1 влечет нера-
венство β(Ω0) ≤ β(Ω1);

2) несингул󰑱рной, если дл󰑱 л󰑧бого a ∈ E и л󰑧бого Ω ∈ Pb(E ) выполн󰑱етс󰑱 ра-
венство β({a} ∪ Ω) = β(Ω).

Если A конус в банаховом пространстве, то мера некомпактности β на󰑬ываетс󰑱:

4) правил󰑭ной, если равенство β(Ω) = 0 эквивалентно относител󰑭ной компактно-
сти мно󰑨ества Ω ∈ Pb(E );

5) вещественной, если A подмно󰑨ество действител󰑭ных чисел R с естественным
пор󰑱дком;

6) алгебраически полуаддитивной, если β(Ω0 + Ω1) ≤ β(Ω0) + β(Ω1), дл󰑱 всех
Ω0,Ω1 ∈ Pb(E ).

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (51)’ 2021
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Примером вещественной мнк, удовлетвор󰑱󰑧щей всем вышеперечисленным свой-
ствам, 󰑱вл󰑱етс󰑱 мнк Хаусдорфа χ(Ω):

χ(Ω) = inf{ε > 0, дл󰑱 которых Ω имеет конечну󰑧 ε-сет󰑭 в E }.

Отметим, что мнк Хаусдорфа удовлетвор󰑱ет так󰑨е свойству полуоднородности
χ(λΩ) = |λ|χ(Ω), дл󰑱 всех λ ∈ R и Ω ∈ Pb(E ). Более того, если L : E → E –
линейный ограниченный оператор, то χ(L (Ω)) ≤ 󰀂L 󰀂χ(Ω) дл󰑱 л󰑧бого Ω ∈ Pb(E ).

Норма мно󰑨ества M ∈ Pb(E ) определ󰑱етс󰑱 по формуле 󰀂M󰀂 = supx∈M 󰀂x󰀂E .

Следу󰑧щие пон󰑱ти󰑱 и утвер󰑨дени󰑱 мо󰑨но найти в монографи󰑱х [17, 18].

Определение 5. Пуст󰑭 X – метрическое пространство. Много󰑬начное отобра󰑨ение
(мул󰑭тиотобра󰑨ение) F : X → P (E ) на󰑬ываетс󰑱:

(i) полунепрерывным сверху (п.н.с.), если F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ⊂ V } – от-
крытое подмно󰑨ество X дл󰑱 л󰑧бого открытого мно󰑨ества V ⊂ E ,

(ii) 󰑬амкнутым, если график ΓF = {(x, y) : y ∈ F (x)} – 󰑬амкнутое подмно󰑨ество
X × E ,

(iii) компактным, если F (X) – относител󰑭но компактно в E ,

(iv) ква󰑬икомпактным, если су󰑨ение на л󰑧бое компактное подмно󰑨ество A ⊂ X

компактно.

Лемма 2. Пуст󰑭 X и Y – метрические пространства и F : X → K(Y ) – 󰑬амкну-
тое ква󰑬икомпактное мул󰑭тиотобра󰑨ение, тогда F – п.н.с.

Определение 6. Мул󰑭тиотобра󰑨ение F : X ⊆ E → K(E ) на󰑬ываетс󰑱 уплотн󰑱󰑧-
щим относител󰑭но мнк β (β - уплотн󰑱󰑧щим), если дл󰑱 л󰑧бого ограниченного мно󰑨е-
ства Ω ⊆ X не 󰑱вл󰑱󰑧щегос󰑱 относител󰑭но компактным выполнено β(F (Ω)) ∕≥ β(Ω).

Справедлива следу󰑧ща󰑱 теорема о неподви󰑨ной точке дл󰑱 уплотн󰑱󰑧щих мул󰑭-
тиотобра󰑨ений (см., например, [17]).

Теорема 1. Пуст󰑭 M – выпуклое 󰑬амкнутое подмно󰑨ество E и F : M → Kv(M )

– 󰑬амкнутое β - уплотн󰑱󰑧щее мул󰑭тиотобра󰑨ение, где β – несингул󰑱р-
на󰑱 мера некомпактности в E . Тогда мно󰑨ество неподви󰑨ных точек F :
FixF := {x : x ∈ F (x)} – непустое мно󰑨ество.

1.3. И󰑬меримые мул󰑭тифункции. Напомним некоторые пон󰑱ти󰑱 (см., например,
[17, 18]). Пуст󰑭 E – банахово пространство.

Определение 7. Мул󰑭тифункци󰑱 G : [0, T ] → K(E), дл󰑱 p ≥ 1, на󰑬ываетс󰑱:
•Lp -интегрируемой, если она допускает Lp - интегрируемое сечение по Бохнеру,

т.е. существует функци󰑱 g ∈ Lp ([0, T ];E) така󰑱, что g(t) ∈ G(t) дл󰑱 п. в. t ∈ [0, T ];
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•Lp -интеграл󰑭но ограниченной, если существует функци󰑱 ξ ∈ Lp([0, T ]) така󰑱,
что:

󰀂G(t)󰀂 := sup {󰀂g󰀂E : g(t) ∈ G(t)} ≤ ξ(t)

дл󰑱 п. в. t ∈ [0, T ].

Мно󰑨ество всех Lp - интегрируемых сечений мул󰑭тифункции G : [0, T ] → K(E)

обо󰑬начаетс󰑱 S p
G.

Определение 8. Последовател󰑭ност󰑭 функций {ξn} ⊂ Lp([0, T ];E), p ≥ 1, на󰑬ыва-
етс󰑱 Lp-полукомпактной, если она Lp-интеграл󰑭но ограничена, то ест󰑭

󰀂ξn(t)󰀂E ≤ v(t) дл󰑱 всехn = 1, 2, ..., и п.в. t ∈ [0, T ],

где v ∈ Lp
+([0, T ]) и мно󰑨ество {ξn(t)} относител󰑭но компактно в E дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ].

Определение 9. Мул󰑭тифункци󰑱 G на󰑬ываетс󰑱 и󰑬меримой, если G−1(V ) и󰑬меримо
(относител󰑭но меры Лебега на отре󰑬ке [0, T ]) дл󰑱 л󰑧бого открытого подмно󰑨ества
V ⊂ E. Мул󰑭тифункци󰑱 G на󰑬ываетс󰑱 сил󰑭но и󰑬меримой, если существует последо-
вател󰑭ност󰑭 ступенчатых мул󰑭тифункций Gn : [0, T ] → K(E) така󰑱, что:

lim
n→∞

H (Gn(t), G(t)) = 0,

дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ], где H – хаусдорфова метрика в K(E).

Отметим, что в случае сепарабел󰑭ного пространства E, пон󰑱ти󰑱 и󰑬меримой и
сил󰑭но и󰑬меримой мул󰑭тифункции совпада󰑧т. Если G сил󰑭но и󰑬мерима и Lp - инте-
грал󰑭но ограничена, то она Lp - интегрируема. Дл󰑱 Lp-интегрируемой мул󰑭тифунк-
ции G определен много󰑬начный интеграл

t󰁝

0

G(s)ds :=

󰀻
󰀿

󰀽

t󰁝

0

g(s)ds : g ∈ S p
G

󰀼
󰁀

󰀾 ,

дл󰑱 л󰑧бого t ∈ [0, T ].

Лемма 3. (см. [17], Теорема 4.2.3.) Пуст󰑭 E – сепарабел󰑭ное банахово простран-
ство. Пуст󰑭 G : [0, T ] → P (E) Lp - интегрируема󰑱 и Lp - интеграл󰑭но ограничен-
на󰑱 мул󰑭тифункци󰑱 така󰑱, что

χ(G(t)) ≤ q(t),

дл󰑱 п. в. t ∈ [0, T ], где q ∈ Lp
+([0, T ]). Тогда

χ(

t󰁝

0

G(s)ds) ≤
t󰁝

0

q(s)ds,
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дл󰑱 всех t ∈ [0, T ]. В частности, если мул󰑭тифункци󰑱 G : [0, T ] → K(E) и󰑬мерима
и Lp - интеграл󰑭но ограничена, то функци󰑱 χ(G(·)) интегрируема, причем:

χ(

t󰁝

0

G(s)ds) ≤
t󰁝

0

χ(G(s))ds, t ∈ [0, T ].

Лемма 4. (см. [17], Теорема 4.2.1.) Пуст󰑭 последовател󰑭ност󰑭 функций
{ξn} ⊂ L1([0, T ];E), дл󰑱 всех n = 1, 2, ... и п. в. t ∈ [0, T ], 󰑱вл󰑱етс󰑱 L1- интеграл󰑭но
ограниченной. Предполо󰑨им, что

χ({ξn(t)}) ≤ α(t),

дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ], где α ∈ L1
+([0, T ]). Тогда дл󰑱 л󰑧бого δ > 0 существует компактное

мно󰑨ество Kδ ⊂ E и мно󰑨ество mδ ⊂ [0, T ], с лебеговой мерой mδ < δ, а так󰑨е
мно󰑨ество функций Gδ ⊂ L1([0, T ];E) со 󰑬начени󰑱ми в Kδ, такие, что дл󰑱 ка󰑨дого
n ≥ 1 существует функци󰑱 bn ∈ Gδ, дл󰑱 которой

󰀂ξn(t)− bn(t)󰀂E ≤ 2α(t) + δ, t ∈ [0, T ]\mδ.

Более того, последовател󰑭ност󰑭 {bn} мо󰑨ет быт󰑭 выбрана так, что bn ≡ 0 на mδ

и эта последовател󰑭ност󰑭 слабо компактна.

2. Полученные ре󰑬ул󰑭таты

Рассмотрим в сепарабел󰑭ном банаховом пространстве E краеву󰑧 󰑬адачу (4)–(5):
CDqx(t) = λx(t) + f(t), t ∈ [0, T ], 2 < q < 3,

x(0) = c1, x
′(0) = c2, x

′′(0) = c3

где f : [0, T ] → E.

Определение 10. Решением краевой 󰑬адачи (4)–(5) на󰑬ываетс󰑱 функци󰑱
x ∈ C([0, T ];E), удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱 равенству

x(t) = c1Eq,1(λt
q) + c2tEq,2(λt

q) + c3t
2Eq,3(λt

q) +

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds.

Лемма 5. Пуст󰑭 f ∈ C([0, T ];E) и

v := (1 + Eq,1(λT
q))3 + E2

q,0(λT
q)Eq,3(λT

q) + Eq,−1(λT
q)E2

q,2(λT
q)−

Eq,−1(λT
q)Eq,3(λT

q)(1 + Eq,1(λT
q))− 2Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) ∕= 0. (10)
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Тогда краева󰑱 󰑬адача (4), (2) имеет единственное решение x(t) =
󰁕 T

0
G(t, s)f(s)ds,

где функци󰑱 Грина G(t, s) имеет следу󰑧щий вид

G(t, s) =

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

v−1
󰁫
v1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v2T (T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v3T
2(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)

󰁬
Eq,1(λt

q)+

v−1
󰁫
v4T

−1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v5(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v2T (T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)
󰁬
tEq,2(λt

q)+

v−1
󰁫
v6T

−2(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v4T
−1(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v1(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)
󰁬
t2Eq,3(λt

q)+

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q), 0 ≤ s ≤ t < T,

v−1
󰁫
v1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v2T (T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v3T
2(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)

󰁬
Eq,1(λt

q)+

v−1
󰁫
v4T

−1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v5(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v2T (T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)
󰁬
tEq,2(λt

q)+

v−1
󰁫
v6T

−2(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v4T
−1(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v1(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)
󰁬
t2Eq,3(λt

q), 0 ≤ t < s < T,

где

v1 = Eq,0(λT
q)Eq,2(λT

q)− (1 + Eq,1(λT
q))2,

v2 = Eq,2(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− Eq,0(λT
q)Eq,3(λT

q),

v3 = Eq,3(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− E2
q,2(λT

q),

v4 = Eq,0(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− Eq,−1(λT
q)Eq,2(λT

q),

v5 = Eq,−1(λT
q)Eq,3(λT

q)− (1 + Eq,1(λT
q))2,

v6 = Eq,−1(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− E2
q,0(λT

q).

Дока󰑬ател󰑭ство. Решение краевой 󰑬адачи (4), (5) в банаховом пространстве E, как
было отмечено выше, имеет следу󰑧щий вид

x(t) = c1Eq,1(λt
q) + c2tEq,2(λt

q) + c3t
2Eq,3(λt

q) +

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds.
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Испол󰑭󰑬у󰑱 формулу (8), а так󰑨е лемму 1, мы мо󰑨ем найти его прои󰑬водные

x′(t) = c1t
−1Eq,0(λt

q) + c2Eq,1(λt
q) + c3tEq,2(λt

q) +

t󰁝

0

(t− s)q−2Eq,q−1(λ(t− s)q)f(s) ds.

x′′(t) = c1t
−2Eq,−1(λt

q)+c2t
−1Eq,0(λt

q)+c3Eq,1(λt
q)+

t󰁝

0

(t−s)q−3Eq,q−2(λ(t−s)q)f(s) ds.

Благодар󰑱 свойству (3) справедливы равенства
1

Γ(0)
=

1

Γ(−1)
= 0,

поэтому дл󰑱 функций Eq,0(λt
q) и Eq,−1(λt

q) мы имеем

Eq,0(λt
q) =

∞󰁛

n=0

(λtq)n

Γ(qn)
=

1

Γ(0)
+

∞󰁛

n=1

(λtq)n

Γ(qn)
=

∞󰁛

n=1

(λtq)n

Γ(qn)
,

Eq,−1(λt
q) =

∞󰁛

n=0

(λtq)n

Γ(qn− 1)
=

1

Γ(−1)
+

∞󰁛

n=1

(λtq)n

Γ(qn− 1)
=

∞󰁛

n=1

(λtq)n

Γ(qn− 1)
,

следовател󰑭но

t−1Eq,0(λt
q) =

∞󰁛

n=1

λntqn−1

Γ(qn)
, t−2Eq,−1(λt

q) =
∞󰁛

n=1

λntqn−2

Γ(qn− 1)
.

Испол󰑭󰑬у󰑱 последние равенства, имеем

x(0) = c1, x′(0) = c2, x′′(0) = c3.

В силу краевых условий (2), мы получаем систему уравнений
󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

−c1 = c1Eq,1(λT
q) + c2TEq,2(λT

q) + c3T
2Eq,3(λT

q)+

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s) ds,

−c2 = c1T
−1Eq,0(λT

q) + c2Eq,1(λT
q) + c3TEq,2(λT

q)+

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s) ds,

−c3 = c1T
−2Eq,−1(λT

q) + c2T
−1Eq,0(λT

q) + c3Eq,1(λT
q)+

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s) ds.
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Решение последней системы ест󰑭 тройка

c1 =v−1
󰁫
v1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+ v2T

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v3T
2

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
,

c2 =v−1
󰁫
v4T

−1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+ v5

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v2T

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
,

c3 =v−1
󰁫
v6T

−2

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+

v4T
−1

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+ v1

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
.

Подставл󰑱󰑱 найденные коэффициенты в формулу дл󰑱 решени󰑱, мы получаем

x(t) =v−1
󰁫
v1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+ v2T

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v3T
2

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
Eq,1(λt

q)+

v−1
󰁫
v4T

−1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+

v5

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v2T

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
tEq,2(λt

q)+
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v−1
󰁫
v6T

−2

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+

v4T
−1

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v1

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
t2Eq,3(λt

q)+

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds =

T󰁝

0

G(t, s)f(s)ds.

□

Дл󰑱 того, чтобы установит󰑭 аналогичный ре󰑬ул󰑭тат дл󰑱 функции
f ∈ L∞([0, T ];E), нам потребу󰑧тс󰑱 следу󰑧щие утвер󰑨дени󰑱.

Лемма 6. Дл󰑱 вс󰑱кой функции f ∈ L∞([0, T ];E) существует последовател󰑭ност󰑭
{fn} ⊂ C([0, T ];E) така󰑱, что fn(t) → f(t) во всех точках Лебега функции f и󰑬
[0, T ], причем 󰀂fn󰀂C([0,T ];E) ≤ 󰀂f󰀂L∞([0,T ];E) .

Примером такой последовател󰑭ности мо󰑨ет послу󰑨ит󰑭 следу󰑧ща󰑱, построенна󰑱
на основе проектора Стеклова

fn(t) =

󰀫
1
2n

󰁕 t+ 1
n

t− 1
n

f̂(s)ds, t ∈ [0, T ];

0, t /∈ [0, T ],

f̂(t) =

󰀫
f(t), t ∈ [0, T ];

0, t /∈ [0, T ].

Лемма 7. (см. [19]) Дл󰑱 вс󰑱кой функции f ∈ L∞([0, T ];E) мно󰑨ество ее точек
Лебега ест󰑭 мно󰑨ество полной меры дл󰑱 [0, T ].

Таким обра󰑬ом, дл󰑱 функции f ∈ L∞([0, T ];E) существует последовател󰑭ност󰑭
{fn} ⊂ C([0, T ];E) така󰑱, что fn(t) → f(t) дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ]. Поэтому мы мо󰑨ем
построит󰑭 функци󰑧 Грина дл󰑱 краевой 󰑬адачи (4), (2), име󰑧щу󰑧 тот 󰑨е вид, что и
в последней лемме, но у󰑨е при условии, что f ∈ L∞([0, T ];E).

Будем полагат󰑭, что мул󰑭тиотобра󰑨ение F : [0, T ]×E → Kv(E) и󰑬 󰑬адачи (1)–(2)
удовлетвор󰑱ет следу󰑧щим услови󰑱м:

(F1) дл󰑱 всех x ∈ E мул󰑭тифункци󰑱 F (·, x) : [0, T ] → Kv(E) допускает и󰑬меримое
сечение;
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(F2) дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ] много󰑬начное отобра󰑨ение F (t, ·) : E → Kv(E) – полуне-
прерывно сверху;

(F3) дл󰑱 ка󰑨дого r > 0 существует функци󰑱 ωr ∈ L∞
+ ([0, T ]) така󰑱, что дл󰑱

л󰑧бого x ∈ E с 󰀂x󰀂E < r, мы имеем

󰀂F (t, x)󰀂E ≤ ωr(t);

(F4) существует функци󰑱 µ ∈ L∞
+ ([0, T ]) така󰑱, что дл󰑱 л󰑧бого ограниченного

мно󰑨ества Ω ⊂ E, мы имеем

χ(F (t,Ω)) ≤ µ(t)χ(Ω),

дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ], где χ – мнк Хаусдорфа в E.

Дл󰑱 x ∈ C([0, T ];E) введем в рассмотрение мул󰑭тифункци󰑧:

ΦF : [0, T ] → Kv(E), ΦF (t) = F (t, x(t)).

И󰑬 условий (F1) − (F3) следует (см., [17], теорема 1.3.5), что мул󰑭тифункци󰑱 ΦF

󰑱вл󰑱етс󰑱 Lp–интегрируемой дл󰑱 л󰑧бого p ≥ 1.

Дл󰑱 решени󰑱 нашей 󰑬адачи мы будем испол󰑭󰑬оват󰑭 суперпо󰑬иционный мул󰑭тио-
ператор P∞

F : C([0, T ];E) ⊸ L∞([0, T ];E), определенный как:

P∞
F (x) = S ∞

ΦF
.

Рассмотрим мул󰑭тиоператор Γ, 󰑬аданный следу󰑧щим обра󰑬ом:

Γx(t) =

T󰁝

0

G(t, s)f(s)ds.

где f ∈ P∞
F (x).

И󰑬 условий (F1) − (F4) следует, что дл󰑱 функции x ∈ C([0, T ];E), функци󰑱
f ∈ L∞([0, T ];E). При этом, и󰑬 определени󰑱 функции Грина следует, что дл󰑱 л󰑧бого
t ∈ [0, T ] и 2 < q < 3 : G(·, s) ∈ Lp([0, T ]), p ≥ 1, и функци󰑱 Грина тер󰑱ет непрерыв-
ност󰑭 тол󰑭ко в точке s = T, поэтому Γ : C([0, T ];E) ⊸ C([0, T ];E). Очевидно, если
функци󰑱 x ∈ C([0, T ];E) 󰑱вл󰑱етс󰑱 решением 󰑬адачи (1)–(2), то она 󰑱вл󰑱етс󰑱 непо-
дви󰑨ной точкой мул󰑭тиоператора Γ. Поэтому, мы в дал󰑭нейшем будем дока󰑬ыват󰑭
существование неподви󰑨ных точек мул󰑭тиоператора Γ.
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Дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства существовани󰑱 неподви󰑨ных точек мул󰑭тиоператора Γ вве-
дем в рассмотрение оператор S : L∞([0, T ];E) → C([0, T ];E) вида

S(f)(t) =

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds.

Име󰑧т место следу󰑧щие утвер󰑨дени󰑱 (см. [7], [16]).

Лемма 8. Дл󰑱 ка󰑨дого компактного мно󰑨ества K ⊂ E и ограниченной последо-
вател󰑭ности {ηn} ⊂ L∞([0, T ];E) такой, что {ηn(t)} ⊂ K дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ], слаба󰑱
сходимост󰑭 ηn ⇀ η0 в L1([0, T ];E) влечет сходимост󰑭 S(ηn) → S(η0) в C([0, T ];E).

Лемма 9. Пуст󰑭 Ω ⊂ C([0, T ];E) – непустое ограниченное мно󰑨ество, тогда

M =

󰀻
󰀿

󰀽S(f)(t) =

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s)ds : f ∈ P∞
F (x), x ∈ Ω

󰀼
󰁀

󰀾

󰑱вл󰑱етс󰑱 равностепенно непрерывным мно󰑨еством.

Дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства, того что мул󰑭тиоператор Γ уплотн󰑱󰑧щий, рассмотрим конус
R2

+ = {ζ = (ζ1, ζ2) : ζ1 ≥ 0, ζ2 ≥ 0} с естественным частичным пор󰑱дком, и введем в
пространстве C([0, T ];E) векторну󰑧 меру некомпактности ν : Pb(C([0, T ];E)) → R2

+,

определенну󰑧 как ν(Ω) = (ϕ(Ω),modC(Ω)) , где ϕ(Ω) ест󰑭 модул󰑭 послойной неком-
пактности

ϕ(Ω) = sup
t∈[0,T ]

χ({y(t) : y ∈ Ω}),

а втора󰑱 компонента сут󰑭 модул󰑭 равностепенной непрерывности

modC(Ω) = lim
δ→0

sup
y∈Ω

max
|t1−t2|≤δ

󰀂y(t1)− y(t2)󰀂.

Обо󰑬начим чере󰑬 v′1, v
′
2, v

′
3, v

′
4, v

′
5, v

′
6 сопр󰑱󰑨енные дл󰑱 v1, v2, v3, v4, v5, v6, то ест󰑭

v′1 = Eq,0(λT
q)Eq,2(λT

q) + (1 + Eq,1(λT
q))2,

v′2 = Eq,2(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + Eq,0(λT
q)Eq,3(λT

q),

v′3 = Eq,3(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + E2
q,2(λT

q),

v′4 = Eq,0(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + Eq,−1(λT
q)Eq,2(λT

q),

v′5 = Eq,−1(λT
q)Eq,3(λT

q) + (1 + Eq,1(λT
q))2,

v′6 = Eq,−1(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + E2
q,0(λT

q).
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Теорема 2. При выполнении условий (F1)−(F4), (10), а так 󰑨е следу󰑧щего услови󰑱

L
󰀂µ󰀂∞
λ

< 1, (11)

где

L = |v|−1
󰁫
v′1
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+

v′2
󰀃
Eq,0(λT

q)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,2(λT
q)
󰀄
+ v′3Eq,−1(λT

q)Eq,1(λT
q)+

v′4
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,2(λT
q) + Eq,0(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+ v′5Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)+

v′6(Eq,1(λT
q)− 1)Eq,3(λT

q)
󰁬
+ Eq,1(λT

q)− 1, (12)

µ(·) – функци󰑱 и󰑬 услови󰑱 (F4), мул󰑭тиоператор Γ 󰑱вл󰑱етс󰑱 ν-уплотн󰑱󰑧щим.

Дока󰑬ател󰑭ство. Пуст󰑭 Ω ⊂ C([0, T ];E) не пустое ограниченное мно󰑨ество такое,
что

ν(Γ(Ω)) ≥ ν(Ω). (13)

Дока󰑨ем, что Ω относител󰑭но компактное мно󰑨ество.
И󰑬 неравенства (13) следует, что

ϕ(Γ(Ω)) ≥ ϕ(Ω). (14)

Испол󰑭󰑬у󰑱 условие (F4), а так󰑨е свойства монотонности, алгебраической полуад-
дитивности и полуоднородности мнк Хаусдорфа, дл󰑱 t ∈ [0, T ] мы имеем следу󰑧щие
оценки

χ (Γ(Ω)(t)) ≤

|v|−1
󰁫
v′1

T󰁝

0

(T−s)q−1Eq,q(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+v′2T

T󰁝

0

(T−s)q−2Eq,q−1(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+

v′3T
2

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ Eq,1(λt

q)+

|v|−1
󰁫
v′4T

−1

T󰁝

0

(T−s)q−1Eq,q(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+v′5

T󰁝

0

(T−s)q−2Eq,q−1(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+

v′2T

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ tEq,2(λt

q)+
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|v|−1
󰁫
v′6T

−2

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds+

v′4T
−1

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds+

v′1

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ t2Eq,3(λt

q)+

󰀂µ󰀂∞

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)χ(Ω(s)) ds ≤

|v|−1
󰁫
v′1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′2T

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′3T
2

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ Eq,1(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′4T

−1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′5

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′2T

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ tEq,2(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′6T

−2

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+

v′4T
−1

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′1

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ t2Eq,3(λt

q)ϕ(Ω)+

󰀂µ󰀂∞ ϕ(Ω)

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q) ds.
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Дл󰑱 дал󰑭нейшей оценки χ (Γ(Ω)(t)) вычислим интегралы в последнем выра󰑨ении
с помощ󰑭 формулы (9):

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds = −
T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)d(T − s) =

T󰁝

0

yq−1Eq,q(λy
q)dy = T qEq,q+1(λT

q).

Аналогичным обра󰑬ом, мы имеем
T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q) ds = T q−1Eq,q(λT
q),

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q) ds = T q−2Eq,q−1(λT
q),

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)ds = tqEq,q+1(λt
q).

Тепер󰑭, 󰑬аметим, что если мы во󰑬󰑭мем β = 1 в формуле (7), мы получим

Eq,1(λT
q) =

1

Γ(1)
+ λT qEq,q+1(λT

q) = 1 + λT qEq,q+1(λT
q),

Eq,1(λt
q) =

1

Γ(1)
+ λtqEq,q+1(λt

q) = 1 + λtqEq,q+1(λt
q).

Испол󰑭󰑬у󰑱 свойство (3) и счита󰑱 β = 0 или β = −1 в формуле (7), мы имеем

Eq,0(λT
q) =

1

Γ(0)
+ λT qEq,q(λT

q) = λT qEq,q(λT
q).

Eq,−1(λT
q) =

1

Γ(−1)
+ λT qEq,q−1(λT

q) = λT qEq,q−1(λT
q).

Таким обра󰑬ом, мы получаем следу󰑧щие равенства
T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds = T q 1

λT q
(Eq(λT

q)− 1) =
1

λ
(Eq,1(λT

q)− 1) ,

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q) ds =
1

λT
Eq,0(λT

q),
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T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q) ds =
1

λT 2
Eq,−1(λT

q),

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)ds =
1

λ
(Eq,1(λt

q)− 1) .

Мы тепер󰑭 мо󰑨ем продол󰑨ит󰑭 оценку χ (Γ(Ω)(t)) следу󰑧щим обра󰑬ом

χ (Γ(Ω)(t)) ≤

|v|−1
󰁫
v′1 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′2TT
−1Eq,0(λT

q) + v′3T
2T−2Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
Eq,1(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′4T

−1 (Eq,1(λT
q)− 1)+v′5T

−1Eq,0(λT
q)+v′2TT

−2Eq,−1(λT
q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
tEq,2(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′6T

−2 (Eq,1(λT
q)− 1)+v′4T

−1T−1Eq,0(λT
q)+v′1T

−2Eq,−1(λT
q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
t2Eq,3(λt

q)ϕ(Ω)+

(Eq,1(λt
q)− 1)

󰀂µ󰀂∞
λ

ϕ(Ω) ≤

|v|−1
󰁫
v′1 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′2Eq,0(λT
q) + v′3Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
Eq,1(λT

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′4 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′5Eq,0(λT
q) + v′2Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
T−1TEq,2(λT

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′6 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′4Eq,0(λT
q) + v′1Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
T−2T 2Eq,3(λT

q)ϕ(Ω)+

(Eq,1(λT
q)− 1)

󰀂µ󰀂∞
λ

ϕ(Ω) =
󰀓
|v|−1

󰁫
v′1
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+

v′2
󰀃
Eq,0(λT

q)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,2(λT
q)
󰀄
+ v′3Eq,−1(λT

q)Eq,1(λT
q)+

v′4
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,2(λT
q) + Eq,0(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+ v′5Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)+

v′6(Eq,1(λT
q)− 1)Eq,3(λT

q)
󰁬
+ Eq,1(λT

q)− 1
󰀔󰀂µ󰀂∞

λ
ϕ(Ω) = L

󰀂µ󰀂∞
λ

ϕ(Ω).

И󰑬 последней оценки мы получаем, что

sup
t∈[0,T ]

χ (Γ(Ω)(t)) ≤ L
󰀂µ󰀂∞
λ

ϕ(Ω),

или, что то󰑨е самое

ϕ (Γ(Ω)) ≤ L
󰀂µ󰀂∞
λ

ϕ(Ω).

Учитыва󰑱 услови󰑱 (11) и (15) вместе с последним неравенством, мы получаем

ϕ(Ω) = 0.
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И󰑬 неравенства (13) следует, что

modC(Γ(Ω)) ≥ modC(Ω). (15)

И󰑬 леммы 9 и󰑬вестно, что мно󰑨ество функций

M =

󰀻
󰀿

󰀽S(f)(t) =

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s)ds : f ∈ P∞
F (x), x ∈ Ω

󰀼
󰁀

󰀾

󰑱вл󰑱етс󰑱 равностепенно непрерывным, поэтому

modC(Γ(Ω)) = 0,

следовател󰑭но и modC (Ω) = 0, поэтому ν(Ω) = (0, 0), что дока󰑬ывает относител󰑭ну󰑧
компактност󰑭 мно󰑨ества Ω. □

Теорема 3. Мул󰑭тиоператор Γ 󰑱вл󰑱етс󰑱 п.н.с.

Дока󰑬ател󰑭ство. И󰑬 аналитического 󰑬адани󰑱 мул󰑭тиоператора Γ и свойств много-
󰑬начных отобра󰑨ений (см., например, [17]), следует, что утвер󰑨дение достаточно
дока󰑬ат󰑭 дл󰑱 мул󰑭тиоператора S ◦ P∞

F .

Пока󰑨ем, что мул󰑭тиотобра󰑨ение S ◦P∞
F 󰑱вл󰑱етс󰑱 ква󰑬икомпактным. Во󰑬󰑭мем

непустое компактное мно󰑨ество A ⊂ C([0, T ];E) и рассмотрим последовател󰑭ност󰑭
{yn} ⊂ S ◦P∞

F (A), yn = S(fn), где fn ∈ P∞
F (xn) дл󰑱 прои󰑬вол󰑭ной последовател󰑭но-

сти {xn} ⊂ A. Предполо󰑨им, бе󰑬 ограничени󰑱 общности, что xn → x0 ∈ A. И󰑬 усло-
ви󰑱 (F4) следует, что последовател󰑭ност󰑭 {fn(t)} ⊂ E относител󰑭но компактна дл󰑱
п.в. t ∈ [0, T ], поэтому последовател󰑭ност󰑭 {fn}∞n=1 󰑱вл󰑱етс󰑱 L1-полукомпактной. По
критери󰑧 слабой относител󰑭ной компактности Дистел󰑱 (см. [20]), мы мо󰑨ем предпо-
ло󰑨ит󰑭 дл󰑱 прои󰑬вол󰑭ной подпоследовател󰑭ности {fnk

}, что fnk

L1

⇀ f0. В силу свойств
слабой 󰑬амкнутости суперпо󰑬иционного мул󰑭тиоператора (см. [17], лемма 5.1.1), мы
получаем тогда, что f0 ∈ P∞

F (x0). Тепер󰑭, примен󰑱󰑱 лемму 8, мы дл󰑱 соответству󰑧-
щей подпоследовател󰑭ности получаем, что ynk

→ y0 = S(f0) ∈ S ◦ P∞
F (x0).

Аналогично рассу󰑨да󰑱 мы придем к утвер󰑨дени󰑧 о том, что мул󰑭тиоператор
S ◦ P∞

F 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑬амкнутым. Сославшис󰑭 на утвер󰑨дение леммы 2 мы получаем
󰑨елаемый ре󰑬ул󰑭тат. □

Тепер󰑭 мы мо󰑨ем дока󰑬ат󰑭 главное утвер󰑨дение работы.

Теорема 4. При выполнении условий (F1), (F2), (F4), (10), поло󰑨им дополнител󰑭-
но, что вместо услови󰑱 (F3) выполн󰑱етс󰑱

(F3′) существует функци󰑱 α ∈ L∞
+ ([0, T ]) така󰑱, что

󰀂F (t, x)󰀂E ≤ α(t)(1 + 󰀂x󰀂E).
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Если
L
k

λ
< 1,

где k = max {󰀂α󰀂∞, 󰀂µ󰀂∞} , функци󰑱 µ и󰑬 услови󰑱 (F4), L – константа определенна󰑱
по формуле (12), тогда 󰑬адача (1)–(2) имеет решение.

Дока󰑬ател󰑭ство. Во󰑬󰑭мем прои󰑬вол󰑭ну󰑧 функци󰑧 x ∈ C = C([0, T ];E), тогда дл󰑱
f ∈ P∞

F (x) и t ∈ [0, T ] мы имеем следу󰑧щу󰑧 оценку:

󰀂Γx(t)󰀂E ≤

|v|−1
󰁫
v′1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′2T

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′3T
2

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂α󰀂∞ (1 + 󰀂x󰀂C )Eq,1(λt

q)+

|v|−1
󰁫
v′4T

−1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′5

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′2T

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂α󰀂∞ (1 + 󰀂x󰀂C )tEq,2(λt

q)+

|v|−1
󰁫
v′6T

−2

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+

v′4T
−1

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′1

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂α󰀂∞ (1 + 󰀂x󰀂C )t

2Eq,3(λt
q)+

󰀂α󰀂∞ (1 + 󰀂x󰀂C )

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q) ds ≤

|v|−1
󰁫
v′1 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′2Eq,0(λT
q) + v′3Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂α󰀂∞

λ
(1 + 󰀂x󰀂C )Eq,1(λT

q)+

|v|−1
󰁫
v′4 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′5Eq,0(λT
q) + v′2Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂α󰀂∞

λ
(1 + 󰀂x󰀂C )Eq,2(λT

q)+

|v|−1
󰁫
v′6 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′4Eq,0(λT
q) + v′1Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂α󰀂∞

λ
(1 + 󰀂x󰀂C )Eq,3(λT

q)+
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(Eq,1(λT
q)− 1)

󰀂α󰀂∞
λ

(1 + 󰀂x󰀂C ) =
󰀓
|v|−1

󰁫
v′1
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+

v′2
󰀃
Eq,0(λT

q)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,2(λT
q)
󰀄
+ v′3Eq,−1(λT

q)Eq,1(λT
q)+

v′4
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,2(λT
q) + Eq,0(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+ v′5Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)+

v′6(Eq,1(λT
q)− 1)Eq,3(λT

q)
󰁬
+ Eq,1(λT

q)− 1
󰀔󰀂α󰀂∞

λ
(1 + 󰀂x󰀂C ) ≤ L

k

λ
(1 + 󰀂x󰀂C ).

Тепер󰑭, если мы во󰑬󰑭мем

R ≥ Lkλ−1

1− Lkλ−1
,

тогда неравенство 󰀂x󰀂C ≤ R, влечет 󰑬а собой следу󰑧щее 󰀂Γx󰀂C ≤ R. Следовател󰑭но,
мул󰑭тиоператор Γ преобра󰑬ует 󰑬амкнутый шар BR(0) ⊂ C в себ󰑱. Таким обра󰑬ом,
мул󰑭тиоператор Γ удовлетвор󰑱ет всем услови󰑱м теоремы 1, поэтому Γ имеет непо-
дви󰑨ные точки, а 󰑬адача (1)–(2) имеет решение. □

󰑪акл󰑧чение

В стат󰑭е была исследована ра󰑬решимост󰑭 в сепарабел󰑭ном банаховом про-
странстве антипериодической краевой 󰑬адачи дл󰑱 полулинейных дифференциал󰑭-
ных вкл󰑧чений дробного пор󰑱дка q ∈ (2, 3). Исходна󰑱 краева󰑱 󰑬адача была сведена
к 󰑬адаче о существовании неподви󰑨ных точек соответству󰑧щего ра󰑬реша󰑧щего ин-
теграл󰑭ного мул󰑭тиоператора. Испол󰑭󰑬у󰑱 теори󰑧 топологической степени дл󰑱 уплот-
н󰑱󰑧щих отобра󰑨ений и обобщенну󰑧 теорему типа Б.Н. Садовского о неподви󰑨ной
точке, были получены услови󰑱 при которых дл󰑱 ра󰑬реша󰑧щего мул󰑭тиоператора
существу󰑧т неподви󰑨ные точки.
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