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Abstract. The investigation of control systems with nonlinear units forms a complicated
and very important part of contemporary mathematical control theory and harmonic analysis,
which has numerous applications and attracts the attention of a number of researchers around the
world. In turn, the development of the theory of differential inclusions is associated with the fact
that they provide a convenient and natural tool for describing control systems of various classes,
systems with discontinuous characteristics, which are studied in various branches of the optimal
control theory, mathematical physics, radio physics, acoustics etc. One of the best approaches
to the study of this kind of problems is provided by the methods of multivalued and nonlinear
analysis, which are distinguished as very powerful, effective and useful. However, the solving
of these problems within the frameworks of existing theories is often a very difficult problem,
since many of them find sufficiently adequate description in terms of differential equations and
inclusions with fractional derivatives. The theory of differential equations of fractional order
originates from the ideas of Leibniz and Euler, but only by the end of the XX century, interest
in this topic increased significantly. In the 70s - 80s, this direction was greatly developed by the
works of A. A. Kilbas, S. G. Samko, O. I. Marichev, I. Podlubny, K. S. Miller, B. Ross, R. Hilfer,
F. Mainardi, H. M. Srivastava. Notice that the research in this direction will open up prospects
and new opportunities for the studying of non-standard systems that specialists encounter while
describing the development of physical and chemical processes in porous, rarefied and fractal
media. It is known that a periodic boundary value problem is one of the classical boundary value
problems of differential equations and inclusions. At the same time, in recent years, along with
periodic boundary value problems, antiperiodic boundary value problems are of great interest
due to their applications in physics and interpolation problems.

1Исследование выполнено при финансовой поддерке РФФИ в рамках научного проекта  19-31-
60011.
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In this paper, we study an antiperiodic boundary value problem for semilinear differential
inclusions with Caputo fractional derivative of order 2 < q < 3 in Banach spaces. We assume
that the nonlinear part is a multivalued map obeying the conditions of the Caratheodory type,
boundedness on bounded sets, and the regularity condition expressed in terms of measures
of noncompactness. In the first section, we present a necessary information from fractional
analysis, Mittag – Leffler function, theory of measures of noncompactness, and multivalued
condensing maps. In the second section, we construct the Green’s function for the given
problem, then, we introduce into consideration a resolving multivalued integral operator in
the space of continuous functions. The solutions to the boundary value problem are fixed
points of the resolving multioperator. Therefore, we use a generalization of Sadovskii type
theorem to prove their existence. Then, we first prove that the resolving multioperator is upper
semicontinuous and condensing with respect to the two-component measure of noncompactness
in the space of continuous functions. In a proof of a main theorem of the paper, we show that
a resolving multioperator transforms a closed ball into itself. Thus, we obtain that the resolving
multioperator obeys all the conditions of the fixed point theorem and we prove the existence of
solutions to the antiperiodic boundary value problem.

Keywords: differential inclusion, fractional derivative, antiperiodic boundary value problem,
Green function, measure of noncompactness, fixed point, condensing multimap.

Введение

В последние дестилети начителное равитие получила теори дробного ана-
лиа и дифференциалных уравнений и вклчений дробного пордка. Интерес к
этой тематике усилилс не случайно, так как данна теори имеет многочленные
прилоени в раличных раделах прикладной математики, фиики, иненерии,
биологии, экономики и др. (см. монографии [1]–[5]). На данный момент раработаны
раличные подходы к рарешимости дифференциалных уравнений и краевых адач
дл них, в случае дробного пордка q ∈ (0, 1) (см. стати [6]–[9] и имещиес в них
ссылки). В последнее врем активно исследутс дифференциалные уравнени и
вклчени дробного пордка q > 1.

В тое врем в последние годы на рду с периодическими краевыми адачами
болшой интерес представлт антипериодические краевые адачи благодар при-
лоеним в фиике и в интерполционных адачах (см., например, работы [10]–[12]
и имещиес в них ссылки). Опишем кратко некоторые уе полученные реултаты
в этом направлении исследований. В работе [13] авторы с помощ теории степени
Лере–Шаудера и метода функции Грина, докаыват существование решений дл
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краевой антипериодической адачи вида
CDqx(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ),

где символом CDq – обоначаетс дробна проиводна Капуто пордка q ∈ (1, 2)

и f : [0, T ] × R → R непрерывна функци. В стате [14] авторы на основе метода
функции Грина и теоремы Красноселского–Крейна о неподвиной точке рарешили
следущу краеву адачу

CDqx(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ), x′′(0) = −x′′(T ), x′′′(0) = −x′′′(T ),

дл случа дробного пордка q ∈ (3, 4) и непрерывной функции f : [0, T ]× R → R.
В работе [15] исследовалас рарешимост в сепарабелном банаховом простран-

стве E краевой адачи дл полулинейного дифференциалного уравнени дробного
пордка следущего вида

CDqx(t) = λx(t) + f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

с граничным антипериодическим условием

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ),

где дробна проиводна Капуто пордка q ∈ (1, 2), число λ > 0, f : [0, T ]×E → E –
нелинейное отобраение.

В настощей стате мы исследуем рарешимост в сепарабелном банаховом про-
странстве E антипериодической краевой адачи дл полулинейного дифференциал-
ного вклчени дробного пордка следущего вида

CDqx(t) ∈ λx(t) + F (t, x(t)), t ∈ [0, T ], (1)

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ), x′′(0) = −x′′(T ) (2)

где CDq – дробна проиводна Капуто пордка q ∈ (2, 3), число λ > 0,

F : [0, T ]× E ⊸ E – нелинейное многоначное отобраение.

1. Предварителные сведени

1.1. Дробный анали. Вначале приведем необходимые баовые сведени и дроб-
ного аналиа (см. монографии [3, 4]).
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Определение 1. Дробным интегралом пордка q > 0 функции g : [0, T ] → R наы-
ваетс функци Iqg следущего вида:

Iqg(t) =
1

Γ(q)

t

0

(t− s)q−1g(s) ds,

где Γ – это гамма-функци Эйлера.

Отметим, что дл гамма-функции Эйлера имеет место свойство (см., например,
[4]):

1

Γ(q)
= 0, дл q = 0,−1,−2, .... (3)

Определение 2. Дробной проиводной Капуто пордка q ≥ 0 функции
g ∈ Cn([0, T ]) наываетс функци CDqg следущего вида:

CDqg(t) =
1

Γ(n− q)

t

0

(t− s)n−q−1g(n)(s) ds, n = [q] + 1.

Ваное начение в дробном аналие имеет функци Миттаг–Лефлера.

Определение 3. Функци вида

Eq,β(z) =
∞

n=0

zn

Γ(qn+ β)
, q > 0, β ∈ C, z ∈ C,

наываетс функцией Миттаг–Леффлера.

Рассмотрим адачу Коши дл одномерного дифференциалного уравнени дроб-
ного пордка 2 < q < 3 :

CDqx(t) = λx(t) + f(t), t ∈ [0, T ], (4)

x(0) = c1, x
′(0) = c2, x

′′(0) = c3, (5)

где λ ∈ R, f : [0, T ] → R – интегрируема функци. Единственным решением (см. [3])
данной адачи влетс функци

x(t) = c1Eq,1(λt
q) + c2tEq,2(λt

q) + c3t
2Eq,3(λt

q) +

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds. (6)

В далнейшем нам понадобтс следущие соотношени и утвердени (см. [1])

Eq,β(t) =
1

Γ(β)
+ tEq,β+q(t), (7)
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 d

dt

n

(tβ−1Eq,β(λt
q)) = tβ−n−1Eq,β−n(λt

q), (8)
z

0

tβ−1Eq,β(λt
q)dt = zβEq,β+1(λz

q), (9)

Лемма 1. (см. [16]) Дл функции f ∈ L∞([0, T ];E) и α > 1, β ∈ R, справедливо
равенство

 t

0

(t− s)α−1Eα,β(λ(t− s)α)f(s) ds
′

t
=

t

0

(t− s)α−2Eα,β−1(λ(t− s)α)f(s) ds.

1.2. Меры некомпактности и уплотнщие мултиотобраени. Пуст E

банахово пространство. Введем следущие обоначени:

• P (E ) = {A ⊆ E : A ∕= ∅} ;
• Pb(E ) = {A ∈ P (E ) : A− ограничено} ;
• Pv(E ) = {A ∈ P (E ) : A− выпукло} ;
• K(E ) = {A ∈ Pb(E ) : A− компактно} ;
• Kv(E ) = Pv(E ) ∩K(E ).

Определение 4. (См., например, [17, 18]). Пуст (A ,≥) частично–упордоченное
мноество. Функци β : Pb(E ) → A наываетс мерой некомпактности (мнк) в
E , если дл кадого Ω ∈ Pb(E ) выполнетс β(coΩ) = β(Ω), где coΩ обоначает
амыкание выпуклой оболочки Ω.

Мера некомпактности β наываетс:

1) монотонной, если дл лбых Ω0,Ω1 ∈ Pb(E ), вклчение Ω0 ⊆ Ω1 влечет нера-
венство β(Ω0) ≤ β(Ω1);

2) несингулрной, если дл лбого a ∈ E и лбого Ω ∈ Pb(E ) выполнетс ра-
венство β({a} ∪ Ω) = β(Ω).

Если A конус в банаховом пространстве, то мера некомпактности β наываетс:

4) правилной, если равенство β(Ω) = 0 эквивалентно относителной компактно-
сти мноества Ω ∈ Pb(E );

5) вещественной, если A подмноество действителных чисел R с естественным
пордком;

6) алгебраически полуаддитивной, если β(Ω0 + Ω1) ≤ β(Ω0) + β(Ω1), дл всех
Ω0,Ω1 ∈ Pb(E ).

Таврический вестник информатики и математики, 2 (51)’ 2021
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Примером вещественной мнк, удовлетворщей всем вышеперечисленным свой-
ствам, влетс мнк Хаусдорфа χ(Ω):

χ(Ω) = inf{ε > 0, дл которых Ω имеет конечну ε-сет в E }.

Отметим, что мнк Хаусдорфа удовлетворет таке свойству полуоднородности
χ(λΩ) = |λ|χ(Ω), дл всех λ ∈ R и Ω ∈ Pb(E ). Более того, если L : E → E –
линейный ограниченный оператор, то χ(L (Ω)) ≤ L χ(Ω) дл лбого Ω ∈ Pb(E ).

Норма мноества M ∈ Pb(E ) определетс по формуле M = supx∈M xE .

Следущие понти и утвердени моно найти в монографих [17, 18].

Определение 5. Пуст X – метрическое пространство. Многоначное отобраение
(мултиотобраение) F : X → P (E ) наываетс:

(i) полунепрерывным сверху (п.н.с.), если F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ⊂ V } – от-
крытое подмноество X дл лбого открытого мноества V ⊂ E ,

(ii) амкнутым, если график ΓF = {(x, y) : y ∈ F (x)} – амкнутое подмноество
X × E ,

(iii) компактным, если F (X) – относително компактно в E ,

(iv) кваикомпактным, если суение на лбое компактное подмноество A ⊂ X

компактно.

Лемма 2. Пуст X и Y – метрические пространства и F : X → K(Y ) – амкну-
тое кваикомпактное мултиотобраение, тогда F – п.н.с.

Определение 6. Мултиотобраение F : X ⊆ E → K(E ) наываетс уплотн-
щим относително мнк β (β - уплотнщим), если дл лбого ограниченного мное-
ства Ω ⊆ X не влщегос относително компактным выполнено β(F (Ω)) ∕≥ β(Ω).

Справедлива следуща теорема о неподвиной точке дл уплотнщих мул-
тиотобраений (см., например, [17]).

Теорема 1. Пуст M – выпуклое амкнутое подмноество E и F : M → Kv(M )

– амкнутое β - уплотнщее мултиотобраение, где β – несингулр-
на мера некомпактности в E . Тогда мноество неподвиных точек F :
FixF := {x : x ∈ F (x)} – непустое мноество.

1.3. Имеримые мултифункции. Напомним некоторые понти (см., например,
[17, 18]). Пуст E – банахово пространство.

Определение 7. Мултифункци G : [0, T ] → K(E), дл p ≥ 1, наываетс:
•Lp -интегрируемой, если она допускает Lp - интегрируемое сечение по Бохнеру,

т.е. существует функци g ∈ Lp ([0, T ];E) така, что g(t) ∈ G(t) дл п. в. t ∈ [0, T ];
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•Lp -интегрално ограниченной, если существует функци ξ ∈ Lp([0, T ]) така,
что:

G(t) := sup {gE : g(t) ∈ G(t)} ≤ ξ(t)

дл п. в. t ∈ [0, T ].

Мноество всех Lp - интегрируемых сечений мултифункции G : [0, T ] → K(E)

обоначаетс S p
G.

Определение 8. Последователност функций {ξn} ⊂ Lp([0, T ];E), p ≥ 1, наыва-
етс Lp-полукомпактной, если она Lp-интегрално ограничена, то ест

ξn(t)E ≤ v(t) дл всехn = 1, 2, ..., и п.в. t ∈ [0, T ],

где v ∈ Lp
+([0, T ]) и мноество {ξn(t)} относително компактно в E дл п.в. t ∈ [0, T ].

Определение 9. Мултифункци G наываетс имеримой, если G−1(V ) имеримо
(относително меры Лебега на отреке [0, T ]) дл лбого открытого подмноества
V ⊂ E. Мултифункци G наываетс силно имеримой, если существует последо-
вателност ступенчатых мултифункций Gn : [0, T ] → K(E) така, что:

lim
n→∞

H (Gn(t), G(t)) = 0,

дл п.в. t ∈ [0, T ], где H – хаусдорфова метрика в K(E).

Отметим, что в случае сепарабелного пространства E, понти имеримой и
силно имеримой мултифункции совпадат. Если G силно имерима и Lp - инте-
грално ограничена, то она Lp - интегрируема. Дл Lp-интегрируемой мултифунк-
ции G определен многоначный интеграл

t

0

G(s)ds :=






t

0

g(s)ds : g ∈ S p
G




 ,

дл лбого t ∈ [0, T ].

Лемма 3. (см. [17], Теорема 4.2.3.) Пуст E – сепарабелное банахово простран-
ство. Пуст G : [0, T ] → P (E) Lp - интегрируема и Lp - интегрално ограничен-
на мултифункци така, что

χ(G(t)) ≤ q(t),

дл п. в. t ∈ [0, T ], где q ∈ Lp
+([0, T ]). Тогда

χ(

t

0

G(s)ds) ≤
t

0

q(s)ds,

Таврический вестник информатики и математики, 2 (51)’ 2021
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дл всех t ∈ [0, T ]. В частности, если мултифункци G : [0, T ] → K(E) имерима
и Lp - интегрално ограничена, то функци χ(G(·)) интегрируема, причем:

χ(

t

0

G(s)ds) ≤
t

0

χ(G(s))ds, t ∈ [0, T ].

Лемма 4. (см. [17], Теорема 4.2.1.) Пуст последователност функций
{ξn} ⊂ L1([0, T ];E), дл всех n = 1, 2, ... и п. в. t ∈ [0, T ], влетс L1- интегрално
ограниченной. Предполоим, что

χ({ξn(t)}) ≤ α(t),

дл п.в. t ∈ [0, T ], где α ∈ L1
+([0, T ]). Тогда дл лбого δ > 0 существует компактное

мноество Kδ ⊂ E и мноество mδ ⊂ [0, T ], с лебеговой мерой mδ < δ, а таке
мноество функций Gδ ⊂ L1([0, T ];E) со наченими в Kδ, такие, что дл кадого
n ≥ 1 существует функци bn ∈ Gδ, дл которой

ξn(t)− bn(t)E ≤ 2α(t) + δ, t ∈ [0, T ]\mδ.

Более того, последователност {bn} моет быт выбрана так, что bn ≡ 0 на mδ

и эта последователност слабо компактна.

2. Полученные реултаты

Рассмотрим в сепарабелном банаховом пространстве E краеву адачу (4)–(5):
CDqx(t) = λx(t) + f(t), t ∈ [0, T ], 2 < q < 3,

x(0) = c1, x
′(0) = c2, x

′′(0) = c3

где f : [0, T ] → E.

Определение 10. Решением краевой адачи (4)–(5) наываетс функци
x ∈ C([0, T ];E), удовлетворща равенству

x(t) = c1Eq,1(λt
q) + c2tEq,2(λt

q) + c3t
2Eq,3(λt

q) +

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds.

Лемма 5. Пуст f ∈ C([0, T ];E) и

v := (1 + Eq,1(λT
q))3 + E2

q,0(λT
q)Eq,3(λT

q) + Eq,−1(λT
q)E2

q,2(λT
q)−

Eq,−1(λT
q)Eq,3(λT

q)(1 + Eq,1(λT
q))− 2Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) ∕= 0. (10)
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Тогда краева адача (4), (2) имеет единственное решение x(t) =
 T

0
G(t, s)f(s)ds,

где функци Грина G(t, s) имеет следущий вид

G(t, s) =






v−1

v1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v2T (T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v3T
2(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)


Eq,1(λt

q)+

v−1

v4T

−1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v5(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v2T (T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)

tEq,2(λt

q)+

v−1

v6T

−2(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v4T
−1(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v1(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)

t2Eq,3(λt

q)+

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q), 0 ≤ s ≤ t < T,

v−1

v1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v2T (T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v3T
2(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)


Eq,1(λt

q)+

v−1

v4T

−1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v5(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v2T (T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)

tEq,2(λt

q)+

v−1

v6T

−2(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v4T
−1(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v1(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)

t2Eq,3(λt

q), 0 ≤ t < s < T,

где

v1 = Eq,0(λT
q)Eq,2(λT

q)− (1 + Eq,1(λT
q))2,

v2 = Eq,2(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− Eq,0(λT
q)Eq,3(λT

q),

v3 = Eq,3(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− E2
q,2(λT

q),

v4 = Eq,0(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− Eq,−1(λT
q)Eq,2(λT

q),

v5 = Eq,−1(λT
q)Eq,3(λT

q)− (1 + Eq,1(λT
q))2,

v6 = Eq,−1(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− E2
q,0(λT

q).

Докаателство. Решение краевой адачи (4), (5) в банаховом пространстве E, как
было отмечено выше, имеет следущий вид

x(t) = c1Eq,1(λt
q) + c2tEq,2(λt

q) + c3t
2Eq,3(λt

q) +

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds.
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Исполу формулу (8), а таке лемму 1, мы моем найти его проиводные

x′(t) = c1t
−1Eq,0(λt

q) + c2Eq,1(λt
q) + c3tEq,2(λt

q) +

t

0

(t− s)q−2Eq,q−1(λ(t− s)q)f(s) ds.

x′′(t) = c1t
−2Eq,−1(λt

q)+c2t
−1Eq,0(λt

q)+c3Eq,1(λt
q)+

t

0

(t−s)q−3Eq,q−2(λ(t−s)q)f(s) ds.

Благодар свойству (3) справедливы равенства
1

Γ(0)
=

1

Γ(−1)
= 0,

поэтому дл функций Eq,0(λt
q) и Eq,−1(λt

q) мы имеем

Eq,0(λt
q) =

∞

n=0

(λtq)n

Γ(qn)
=

1

Γ(0)
+

∞

n=1

(λtq)n

Γ(qn)
=

∞

n=1

(λtq)n

Γ(qn)
,

Eq,−1(λt
q) =

∞

n=0

(λtq)n

Γ(qn− 1)
=

1

Γ(−1)
+

∞

n=1

(λtq)n

Γ(qn− 1)
=

∞

n=1

(λtq)n

Γ(qn− 1)
,

следователно

t−1Eq,0(λt
q) =

∞

n=1

λntqn−1

Γ(qn)
, t−2Eq,−1(λt

q) =
∞

n=1

λntqn−2

Γ(qn− 1)
.

Исполу последние равенства, имеем

x(0) = c1, x′(0) = c2, x′′(0) = c3.

В силу краевых условий (2), мы получаем систему уравнений





−c1 = c1Eq,1(λT
q) + c2TEq,2(λT

q) + c3T
2Eq,3(λT

q)+

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s) ds,

−c2 = c1T
−1Eq,0(λT

q) + c2Eq,1(λT
q) + c3TEq,2(λT

q)+

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s) ds,

−c3 = c1T
−2Eq,−1(λT

q) + c2T
−1Eq,0(λT

q) + c3Eq,1(λT
q)+

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s) ds.
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Решение последней системы ест тройка

c1 =v−1

v1

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+ v2T

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v3T
2

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds

,

c2 =v−1

v4T

−1

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+ v5

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v2T

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds

,

c3 =v−1

v6T

−2

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+

v4T
−1

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+ v1

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds

.

Подставл найденные коэффициенты в формулу дл решени, мы получаем

x(t) =v−1

v1

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+ v2T

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v3T
2

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds

Eq,1(λt

q)+

v−1

v4T

−1

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+

v5

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v2T

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds

tEq,2(λt

q)+
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v−1

v6T

−2

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+

v4T
−1

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v1

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds

t2Eq,3(λt

q)+

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds =

T

0

G(t, s)f(s)ds.

□

Дл того, чтобы установит аналогичный реултат дл функции
f ∈ L∞([0, T ];E), нам потребутс следущие утвердени.

Лемма 6. Дл вской функции f ∈ L∞([0, T ];E) существует последователност
{fn} ⊂ C([0, T ];E) така, что fn(t) → f(t) во всех точках Лебега функции f и
[0, T ], причем fnC([0,T ];E) ≤ fL∞([0,T ];E) .

Примером такой последователности моет послуит следуща, построенна
на основе проектора Стеклова

fn(t) =


1
2n

 t+ 1
n

t− 1
n

f̂(s)ds, t ∈ [0, T ];

0, t /∈ [0, T ],

f̂(t) =


f(t), t ∈ [0, T ];

0, t /∈ [0, T ].

Лемма 7. (см. [19]) Дл вской функции f ∈ L∞([0, T ];E) мноество ее точек
Лебега ест мноество полной меры дл [0, T ].

Таким обраом, дл функции f ∈ L∞([0, T ];E) существует последователност
{fn} ⊂ C([0, T ];E) така, что fn(t) → f(t) дл п.в. t ∈ [0, T ]. Поэтому мы моем
построит функци Грина дл краевой адачи (4), (2), имещу тот е вид, что и
в последней лемме, но уе при условии, что f ∈ L∞([0, T ];E).

Будем полагат, что мултиотобраение F : [0, T ]×E → Kv(E) и адачи (1)–(2)
удовлетворет следущим условим:

(F1) дл всех x ∈ E мултифункци F (·, x) : [0, T ] → Kv(E) допускает имеримое
сечение;
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(F2) дл п.в. t ∈ [0, T ] многоначное отобраение F (t, ·) : E → Kv(E) – полуне-
прерывно сверху;

(F3) дл кадого r > 0 существует функци ωr ∈ L∞
+ ([0, T ]) така, что дл

лбого x ∈ E с xE < r, мы имеем

F (t, x)E ≤ ωr(t);

(F4) существует функци µ ∈ L∞
+ ([0, T ]) така, что дл лбого ограниченного

мноества Ω ⊂ E, мы имеем

χ(F (t,Ω)) ≤ µ(t)χ(Ω),

дл п.в. t ∈ [0, T ], где χ – мнк Хаусдорфа в E.

Дл x ∈ C([0, T ];E) введем в рассмотрение мултифункци:

ΦF : [0, T ] → Kv(E), ΦF (t) = F (t, x(t)).

И условий (F1) − (F3) следует (см., [17], теорема 1.3.5), что мултифункци ΦF

влетс Lp–интегрируемой дл лбого p ≥ 1.

Дл решени нашей адачи мы будем исполоват суперпоиционный мултио-
ператор P∞

F : C([0, T ];E) ⊸ L∞([0, T ];E), определенный как:

P∞
F (x) = S ∞

ΦF
.

Рассмотрим мултиоператор Γ, аданный следущим обраом:

Γx(t) =

T

0

G(t, s)f(s)ds.

где f ∈ P∞
F (x).

И условий (F1) − (F4) следует, что дл функции x ∈ C([0, T ];E), функци
f ∈ L∞([0, T ];E). При этом, и определени функции Грина следует, что дл лбого
t ∈ [0, T ] и 2 < q < 3 : G(·, s) ∈ Lp([0, T ]), p ≥ 1, и функци Грина терет непрерыв-
ност толко в точке s = T, поэтому Γ : C([0, T ];E) ⊸ C([0, T ];E). Очевидно, если
функци x ∈ C([0, T ];E) влетс решением адачи (1)–(2), то она влетс непо-
двиной точкой мултиоператора Γ. Поэтому, мы в далнейшем будем докаыват
существование неподвиных точек мултиоператора Γ.
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Дл докаателства существовани неподвиных точек мултиоператора Γ вве-
дем в рассмотрение оператор S : L∞([0, T ];E) → C([0, T ];E) вида

S(f)(t) =

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds.

Имет место следущие утвердени (см. [7], [16]).

Лемма 8. Дл кадого компактного мноества K ⊂ E и ограниченной последо-
вателности {ηn} ⊂ L∞([0, T ];E) такой, что {ηn(t)} ⊂ K дл п.в. t ∈ [0, T ], слаба
сходимост ηn ⇀ η0 в L1([0, T ];E) влечет сходимост S(ηn) → S(η0) в C([0, T ];E).

Лемма 9. Пуст Ω ⊂ C([0, T ];E) – непустое ограниченное мноество, тогда

M =




S(f)(t) =

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s)ds : f ∈ P∞
F (x), x ∈ Ω






влетс равностепенно непрерывным мноеством.

Дл докаателства, того что мултиоператор Γ уплотнщий, рассмотрим конус
R2

+ = {ζ = (ζ1, ζ2) : ζ1 ≥ 0, ζ2 ≥ 0} с естественным частичным пордком, и введем в
пространстве C([0, T ];E) векторну меру некомпактности ν : Pb(C([0, T ];E)) → R2

+,

определенну как ν(Ω) = (ϕ(Ω),modC(Ω)) , где ϕ(Ω) ест модул послойной неком-
пактности

ϕ(Ω) = sup
t∈[0,T ]

χ({y(t) : y ∈ Ω}),

а втора компонента сут модул равностепенной непрерывности

modC(Ω) = lim
δ→0

sup
y∈Ω

max
|t1−t2|≤δ

y(t1)− y(t2).

Обоначим чере v′1, v
′
2, v

′
3, v

′
4, v

′
5, v

′
6 сопренные дл v1, v2, v3, v4, v5, v6, то ест

v′1 = Eq,0(λT
q)Eq,2(λT

q) + (1 + Eq,1(λT
q))2,

v′2 = Eq,2(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + Eq,0(λT
q)Eq,3(λT

q),

v′3 = Eq,3(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + E2
q,2(λT

q),

v′4 = Eq,0(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + Eq,−1(λT
q)Eq,2(λT

q),

v′5 = Eq,−1(λT
q)Eq,3(λT

q) + (1 + Eq,1(λT
q))2,

v′6 = Eq,−1(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + E2
q,0(λT

q).
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Теорема 2. При выполнении условий (F1)−(F4), (10), а так е следущего услови

L
µ∞
λ

< 1, (11)

где

L = |v|−1

v′1

(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,3(λT
q)

+

v′2

Eq,0(λT

q)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,2(λT
q)

+ v′3Eq,−1(λT

q)Eq,1(λT
q)+

v′4

(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,2(λT
q) + Eq,0(λT

q)Eq,3(λT
q)

+ v′5Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)+

v′6(Eq,1(λT
q)− 1)Eq,3(λT

q)

+ Eq,1(λT

q)− 1, (12)

µ(·) – функци и услови (F4), мултиоператор Γ влетс ν-уплотнщим.

Докаателство. Пуст Ω ⊂ C([0, T ];E) не пустое ограниченное мноество такое,
что

ν(Γ(Ω)) ≥ ν(Ω). (13)

Докаем, что Ω относително компактное мноество.
И неравенства (13) следует, что

ϕ(Γ(Ω)) ≥ ϕ(Ω). (14)

Исполу условие (F4), а таке свойства монотонности, алгебраической полуад-
дитивности и полуоднородности мнк Хаусдорфа, дл t ∈ [0, T ] мы имеем следущие
оценки

χ (Γ(Ω)(t)) ≤

|v|−1

v′1

T

0

(T−s)q−1Eq,q(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+v′2T

T

0

(T−s)q−2Eq,q−1(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+

v′3T
2

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds

µ∞ Eq,1(λt

q)+

|v|−1

v′4T

−1

T

0

(T−s)q−1Eq,q(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+v′5

T

0

(T−s)q−2Eq,q−1(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+

v′2T

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds

µ∞ tEq,2(λt

q)+
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|v|−1

v′6T

−2

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds+

v′4T
−1

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds+

v′1

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds

µ∞ t2Eq,3(λt

q)+

µ∞

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)χ(Ω(s)) ds ≤

|v|−1

v′1

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′2T

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′3T
2

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds

µ∞ Eq,1(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1

v′4T

−1

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′5

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′2T

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds

µ∞ tEq,2(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1

v′6T

−2

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+

v′4T
−1

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′1

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds

µ∞ t2Eq,3(λt

q)ϕ(Ω)+

µ∞ ϕ(Ω)

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q) ds.
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Дл далнейшей оценки χ (Γ(Ω)(t)) вычислим интегралы в последнем выраении
с помощ формулы (9):

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds = −
T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)d(T − s) =

T

0

yq−1Eq,q(λy
q)dy = T qEq,q+1(λT

q).

Аналогичным обраом, мы имеем
T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q) ds = T q−1Eq,q(λT
q),

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q) ds = T q−2Eq,q−1(λT
q),

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)ds = tqEq,q+1(λt
q).

Тепер, аметим, что если мы вомем β = 1 в формуле (7), мы получим

Eq,1(λT
q) =

1

Γ(1)
+ λT qEq,q+1(λT

q) = 1 + λT qEq,q+1(λT
q),

Eq,1(λt
q) =

1

Γ(1)
+ λtqEq,q+1(λt

q) = 1 + λtqEq,q+1(λt
q).

Исполу свойство (3) и счита β = 0 или β = −1 в формуле (7), мы имеем

Eq,0(λT
q) =

1

Γ(0)
+ λT qEq,q(λT

q) = λT qEq,q(λT
q).

Eq,−1(λT
q) =

1

Γ(−1)
+ λT qEq,q−1(λT

q) = λT qEq,q−1(λT
q).

Таким обраом, мы получаем следущие равенства
T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds = T q 1

λT q
(Eq(λT

q)− 1) =
1

λ
(Eq,1(λT

q)− 1) ,

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q) ds =
1

λT
Eq,0(λT

q),
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T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q) ds =
1

λT 2
Eq,−1(λT

q),

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)ds =
1

λ
(Eq,1(λt

q)− 1) .

Мы тепер моем продолит оценку χ (Γ(Ω)(t)) следущим обраом

χ (Γ(Ω)(t)) ≤

|v|−1

v′1 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′2TT
−1Eq,0(λT

q) + v′3T
2T−2Eq,−1(λT

q)
µ∞

λ
Eq,1(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1

v′4T

−1 (Eq,1(λT
q)− 1)+v′5T

−1Eq,0(λT
q)+v′2TT

−2Eq,−1(λT
q)
µ∞

λ
tEq,2(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1

v′6T

−2 (Eq,1(λT
q)− 1)+v′4T

−1T−1Eq,0(λT
q)+v′1T

−2Eq,−1(λT
q)
µ∞

λ
t2Eq,3(λt

q)ϕ(Ω)+

(Eq,1(λt
q)− 1)

µ∞
λ

ϕ(Ω) ≤

|v|−1

v′1 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′2Eq,0(λT
q) + v′3Eq,−1(λT

q)
µ∞

λ
Eq,1(λT

q)ϕ(Ω)+

|v|−1

v′4 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′5Eq,0(λT
q) + v′2Eq,−1(λT

q)
µ∞

λ
T−1TEq,2(λT

q)ϕ(Ω)+

|v|−1

v′6 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′4Eq,0(λT
q) + v′1Eq,−1(λT

q)
µ∞

λ
T−2T 2Eq,3(λT

q)ϕ(Ω)+

(Eq,1(λT
q)− 1)

µ∞
λ

ϕ(Ω) =

|v|−1


v′1

(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,3(λT
q)

+

v′2

Eq,0(λT

q)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,2(λT
q)

+ v′3Eq,−1(λT

q)Eq,1(λT
q)+

v′4

(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,2(λT
q) + Eq,0(λT

q)Eq,3(λT
q)

+ v′5Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)+

v′6(Eq,1(λT
q)− 1)Eq,3(λT

q)

+ Eq,1(λT

q)− 1
µ∞

λ
ϕ(Ω) = L

µ∞
λ

ϕ(Ω).

И последней оценки мы получаем, что

sup
t∈[0,T ]

χ (Γ(Ω)(t)) ≤ L
µ∞
λ

ϕ(Ω),

или, что тое самое

ϕ (Γ(Ω)) ≤ L
µ∞
λ

ϕ(Ω).

Учитыва услови (11) и (15) вместе с последним неравенством, мы получаем

ϕ(Ω) = 0.
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И неравенства (13) следует, что

modC(Γ(Ω)) ≥ modC(Ω). (15)

И леммы 9 ивестно, что мноество функций

M =




S(f)(t) =

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s)ds : f ∈ P∞
F (x), x ∈ Ω






влетс равностепенно непрерывным, поэтому

modC(Γ(Ω)) = 0,

следователно и modC (Ω) = 0, поэтому ν(Ω) = (0, 0), что докаывает относителну
компактност мноества Ω. □

Теорема 3. Мултиоператор Γ влетс п.н.с.

Докаателство. И аналитического адани мултиоператора Γ и свойств много-
начных отобраений (см., например, [17]), следует, что утвердение достаточно
докаат дл мултиоператора S ◦ P∞

F .

Покаем, что мултиотобраение S ◦P∞
F влетс кваикомпактным. Вомем

непустое компактное мноество A ⊂ C([0, T ];E) и рассмотрим последователност
{yn} ⊂ S ◦P∞

F (A), yn = S(fn), где fn ∈ P∞
F (xn) дл проиволной последователно-

сти {xn} ⊂ A. Предполоим, бе ограничени общности, что xn → x0 ∈ A. И усло-
ви (F4) следует, что последователност {fn(t)} ⊂ E относително компактна дл
п.в. t ∈ [0, T ], поэтому последователност {fn}∞n=1 влетс L1-полукомпактной. По
критери слабой относителной компактности Дистел (см. [20]), мы моем предпо-
лоит дл проиволной подпоследователности {fnk

}, что fnk

L1

⇀ f0. В силу свойств
слабой амкнутости суперпоиционного мултиоператора (см. [17], лемма 5.1.1), мы
получаем тогда, что f0 ∈ P∞

F (x0). Тепер, примен лемму 8, мы дл соответству-
щей подпоследователности получаем, что ynk

→ y0 = S(f0) ∈ S ◦ P∞
F (x0).

Аналогично рассуда мы придем к утвердени о том, что мултиоператор
S ◦ P∞

F влетс амкнутым. Сославшис на утвердение леммы 2 мы получаем
елаемый реултат. □

Тепер мы моем докаат главное утвердение работы.

Теорема 4. При выполнении условий (F1), (F2), (F4), (10), полоим дополнител-
но, что вместо услови (F3) выполнетс

(F3′) существует функци α ∈ L∞
+ ([0, T ]) така, что

F (t, x)E ≤ α(t)(1 + xE).
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Если
L
k

λ
< 1,

где k = max {α∞, µ∞} , функци µ и услови (F4), L – константа определенна
по формуле (12), тогда адача (1)–(2) имеет решение.

Докаателство. Вомем проиволну функци x ∈ C = C([0, T ];E), тогда дл
f ∈ P∞

F (x) и t ∈ [0, T ] мы имеем следущу оценку:

Γx(t)E ≤

|v|−1

v′1

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′2T

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′3T
2

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds

α∞ (1 + xC )Eq,1(λt

q)+

|v|−1

v′4T

−1

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′5

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′2T

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds

α∞ (1 + xC )tEq,2(λt

q)+

|v|−1

v′6T

−2

T

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+

v′4T
−1

T

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′1

T

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds

α∞ (1 + xC )t

2Eq,3(λt
q)+

α∞ (1 + xC )

t

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q) ds ≤

|v|−1

v′1 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′2Eq,0(λT
q) + v′3Eq,−1(λT

q)
α∞

λ
(1 + xC )Eq,1(λT

q)+

|v|−1

v′4 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′5Eq,0(λT
q) + v′2Eq,−1(λT

q)
α∞

λ
(1 + xC )Eq,2(λT

q)+

|v|−1

v′6 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′4Eq,0(λT
q) + v′1Eq,−1(λT

q)
α∞

λ
(1 + xC )Eq,3(λT

q)+
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(Eq,1(λT
q)− 1)

α∞
λ

(1 + xC ) =

|v|−1


v′1

(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,3(λT
q)

+

v′2

Eq,0(λT

q)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,2(λT
q)

+ v′3Eq,−1(λT

q)Eq,1(λT
q)+

v′4

(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,2(λT
q) + Eq,0(λT

q)Eq,3(λT
q)

+ v′5Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)+

v′6(Eq,1(λT
q)− 1)Eq,3(λT

q)

+ Eq,1(λT

q)− 1
α∞

λ
(1 + xC ) ≤ L

k

λ
(1 + xC ).

Тепер, если мы вомем

R ≥ Lkλ−1

1− Lkλ−1
,

тогда неравенство xC ≤ R, влечет а собой следущее ΓxC ≤ R. Следователно,
мултиоператор Γ преобраует амкнутый шар BR(0) ⊂ C в себ. Таким обраом,
мултиоператор Γ удовлетворет всем условим теоремы 1, поэтому Γ имеет непо-
двиные точки, а адача (1)–(2) имеет решение. □

аклчение

В стате была исследована рарешимост в сепарабелном банаховом про-
странстве антипериодической краевой адачи дл полулинейных дифференциал-
ных вклчений дробного пордка q ∈ (2, 3). Исходна краева адача была сведена
к адаче о существовании неподвиных точек соответствущего рарешащего ин-
тегралного мултиоператора. Исполу теори топологической степени дл уплот-
нщих отобраений и обобщенну теорему типа Б.Н. Садовского о неподвиной
точке, были получены услови при которых дл рарешащего мултиоператора
существут неподвиные точки.
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